J. A. M. Felippe de Souza Integrais (resumo e tabela)

Integrais

A integral indefinida de uma funcéo f(t) é representada como
j f(r)-dr

Por outro lado, a integral definida, representada como

Lb f(z)-dv , _[_boo fy(1)-dt ou jaoo f(t)-dt

faz a Soma de Riemann que calcula a area sob a curva em m intervalo bem definido
como por exemplo:

[a,b], ]-00,b] ou [a, ]

Este nome acima é dado em alusdo ao matematico alemao Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866).

A integral € um processo inverso do da derivada de funcdes pois,

[ f(t)dt = j%(t) dt = j?dt = [df =f(t) + C
ou

%(If(t)-dt) —f(t)

Mais precisamente:
F(t) = jt f(t)- dt
é chamada de primitiva de f(t).

Este resultado é chamado de Teorema Fundamental do Calculo e faz a interligacédo
entre o Calculo Diferencial (seccéo anterior) e o Calculo Integral (desta sec¢éo).

Algumas regras de integracdo de fungdes em geral

[af(t)dt = a-[f(t)dt + C (regra da homogeneidade)
[[f(O+g(t)]dt = [f(t)dt +[g(t)dt + C (regra da aditividade)

[ [F(®)-g(®)]dt = f(t)-gt)+ [ f(t)-g'(t)dt (regra da integral por partes)
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Se definirmos
u(t) =g(t) e v(t) =1(t)
entéo
du =g'(t)-dt e dv =f'(t)-dt
e a regra da integral por partes pode ser escrita doutra forma:
fu-dv = uv —Jvdu
Por outro lado, se

u(t) = f(t) e du =f'(t)-dt,

entdo a integral definida é calculada como:
b b
jdu = u]’ = u(b) - u(a)
a

4 f(0)

~
S ~—_

0 a b t>

Fig. 1 — A area S sob a curva f(t) no intervalo definido [ a, b ].

A integral definida desde a até b dafuncdo f
b
j f(t)-dt =S
a

¢ a area S sob a curva, conforme ilustrado na figura 1.
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A figura 2 mostra dois exemplos da integral definida desde a até b da funcéo f, onde
areas abaixo do eixo das abcissas contam negativamente.

[ f.(0)-du=s,-s,

[ f,(0)-du=5,-5,+5,

e
A
f(t
© S=575
/]
S
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R0
B §= Sl— S2+ S3
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Fig. 2 — Dois exemplos da area sob a curva f(t) no intervalo definido [a, b]. As
areas abaixo do eixo das abcissas contam negativamente.

A figura 3 mostra dois exemplos da integral definida em intervalos infinitos: ] -co, b ]

e [a,o].

[ f,(-di=s

L‘” f,(t)-dr=S"

A
10 £(t)
N -
S’ q"
0 b t' 0 a .t

Fig. 3— Dois exemplos da area sob a curva f(t) definidos em intervalos infini-

tos: ]-o,b] e [a, .
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Apresentamos agora uma tabela das integrais das principais fungdes.

+ Integrais de funcGes racionais:
jdu =u + C

n+l

u
(n+1)

J'u”-du:

ju*du = J'dTu = Inju] + C

I 21 - dt = l-arctg(ﬂj + C
u‘+a a a

j zdu = zi-arctg(ﬁj + C, u?>a?
u’-a a u+a

+ Integrais de func¢des irracionais:

du
—-zln‘u+ u’+a’| + C
2 = fu e

du
—-zln‘u+ u’-a’| + C
2 = u?
Id—u = E-arcsec(gj + C
u-Ju®-a’ a a

du u
—— . = arcsen|—| + C, u?<a?
J.x/az—uz (a]

+ Integrais de logaritmos:

J'Iogb(a-t)dt = t-log,(a-t) —t-log,e + C ™

J'In(a-t)dt = t-ln(a-t) -t + C
[caso particular b = e da integral (*) acima]

n+l tn+1

n T S
jt n(a-t)dt = -l In(a-t) (417

[thIn@-tdt = %-[In(a-t)]z + C

+ C, n=1
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dt
I m = In[ln(at)] + C

< Integrais de funces exponenciais:

u

J‘a”.du— +C, a=l a>0 (**)
In(a)
je”-du =e +C [caso particular a = e da integral (**) acima]
at
J‘bat dt = E b + C (***)
a In(b)
j e dt = %e"’“ +C [caso particular b = e da integral (***) acima]
eat

jt-eat dt = a—z(at—l) +C

1 n
[thetdt = Zte" —— [ t"te dt
a

a

t"b*™ n
a-In(b) a-In(b)

jt”-bat dt = J.t”’lbat dt, b>0, b=l

J' e® -sen(bt) dt

at
Iazi—sz[a-sen(bt)— b-cos(bt)] + C

at

[ e -cos(ot)dt = Iaz‘i—ﬂ[a.cos(bt)m.sen(bt)] e

+ Integrais de funcdes trigonométricas:

jsen(u)du = —cos(u) + C

.[cos(u)du sen(u) + C
.[tg(u)du = In(sec(u)) + C

J'cotg(u)du = In|sen(u)| + C

J‘sec(u)-du = j LT In|sec(u)+tg(u)| + C
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1

Joosec (u)-du = [ s -du = Infcosee (u) —cotg (u)] + C
[ sec(u)tg(u)-du = Jstegn—((“u))-du = sec(u) + C

[ cosec(u)-cotg (u)-du = jm-du — —cosec(u) + C
J ot du = [ S = 9@+ C

J oowe? (u)-u = [ oy = —cotg @) + C

I sen(at)dt -

j cos(at)dt

a

t
“(at)dt = —
jsen(a) >

Icosz(at)dt = — 4

t
2

_ 1 cos(at) + C

1 sen(at) + C

sen(2at) L C
4a

sen(2at) L
da

<+ Formula de recorréncia para integrais de poténcias de fungdes trigonomeétricas:

—sen""(a-u)-cos(a-u) s

Isen”(a-u)du

COoS

n-1 n-2
-u)d
. - Isen (a-u)du

"!(a-u)-sen(a-u) N

jcos”(a-u)du
[t9"(a-u)

Icotg"(a~u)du =

_ 9@
= a-(n-1)

Sec

1 n_2
: -u)d
- - jcos (a-u)du

jtg“’2 (a-u)du

cotg"*(a-u)

D) J.cotg”’z(a'u)du

"2(a-u)-tg(a-u) .

I sec"(a-u)du =

Icosec" (@-u)du = -

a-(n-1)

cosec"*(a-u)-cotg(a- u)
a-(n-1)

n—

2 e
Hjj cosec"?(a-u)du

a
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+ Integrais de outras funcGes trigonométricas:

_cos[(a+b)t]  cos[(a—b)t]

+ C, a’ #b?
2(a+b) 2(a-b)

I sen(at)-cos(b-t)dt =

sen[@a—b)t]  sen[(a+b)t]

j sen(a-t)-sen(b-t)dt = — +C, a’zb?
2(a—b) 2(a+b)
jcos(a-t)-cos(b-t)dt _ senfa-by] + senf(a +b)t] +C, a’zb?
2(a—b) 2(a+b)
__cos(2-a-t)
Isen(a-t)-cos(a-t)dt =-—.  *C

_[tg(a-t) dt =j % dt = —§~In|cos(a-t)| + C

jcotg(a-t) dt = j 22283 dt = i- In|sen(at)| + C

jt-sen(a~t)dt = —izsen(a-t) _t cos(a-t) + C
a a

J't-cos(at)dt = a—lzcos(at) +§sin(at) +C

n

t n
——cos(at) + —J't”‘l cos(at) dt
a a

J' t"-sen(at)dt

n

_[t” -cos(at)dt t—sen(at) —n—jt”‘lsen(at) dt
a a

+ Integrais de funcdes hiperbolicas:

J' senh (at) dt

é- cosh(at) + C

j cosh (at) dt %-senh @a) + C

senh(2at) t

j senh? (at) dt = + C
4a
J'coshz(at)dt :%+1+ C

[ t-senh (at) dt = é-cosh (at) — = -senh(at) + C
a
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jt-cosh(at) dt = £~senh(at)—i2~cosh(at)+ C
a

n

Y cosh (at) — E-It”’1~cosh (at)dt + C
a a

J. t" - senh (at) dt

n

t—-senh(at) — ﬂ~.[t”‘l-senh(at) dt + C
a a

I t" - cosh (at) dt

[ tanh (at) ot = j%dt _ %-In[cosh(at)] i C
jcoth(at) dt = j%dt = =-In|senh(at)| + C

+ Integrais definidas:

':«/fe't-dt - %«/E

"o gt = LT
0 2\a
Iwe“ dt = lx/E
0 2

0 e -1 15
Ioo sen(t).dt _ T
0 t 2
[ ttetd = T(n) = (n-1)! [funcdo gama]

1.2.5..... (n-1) n

, senéinteiropar>2

n/2 n n/2 n
IO sen” (t)-dt = IO cos” (t)-dt =

2.4.6-----n T o o
-—, seneinteiroimpar >3
3.5.7..... (n_]_) 2




