Controlo Industrial 2 - Algebra de Boole

2 - Algebra de Boole

2.1 - Funcéao logica

George Boole desenvolveu no século XIX a algebra necesséria a investigacdo das

leis fundamentais das opera¢cdes da mente humana ligadas ao raciocinio.

Fig. 2.1 - George Boole (1814-1864).

George Boole (1814-1864) foi um matematico e filésofo britanico, criador da Algebra
Booleana, base da actual aritmética computacional.
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O objectivo da Algebra de Boole passa pela definicio de uma série de simbolos,
com a finalidade de representar objectivos ou fendbmenos que, encadeados
convenientemente, dao lugar a expressdes matematicas mais complexas denominadas

funcoes.

Enquanto que a algebra tradicional opera com relacbes quantitativas, a algebra de
Boole opera com relagdes loégicas. Como exemplo podemos considerar os operadores
“+7 e “x”, e verificar que possuem significados diferentes conforme sejam utilizados

na algebra tradicional ou na Algebra Booleana.

Operador  Alg. Tradicional = Alg. Booleana

11 + ” Soma “OR"

X " Multiplicac&o “AND”

Tab. 2.1 — Operadores ldgicos.

Enquanto que na algebra tradicional as varidveis podem assumir qualquer valor, na
algebra booleana, as variaveis, aqui denominadas por variaveis binarias, apenas
podem assumir um de dois valores binarios. Estes valores binarios ndo exprimem

guantidades mas apenas, e s, estados do sistema.

A importancia da légica booleana no mundo digital é hoje indiscutivel, sendo
utilizada em areas tao diversas como as memoarias digitais; os circuitos discretos; ou 0s

microprocessadores.

Nota: A multiplicacdo entre 2 variaveis a e b é frequentemente representada por um asterisco (“ * "), ou

por um ponto (“ 7 ), ou simplesmente nada ente os dois, em vez de “ x ". Ou seja:

axb a*b a-b ou ab

Funcdao légica binaria

A toda a variavel binaria, cujo valor depende de uma expresséo algébrica, formada
por outras variaveis binarias relacionadas por operadores légicos, da-se o0 nome de
funcdo l6gica. Temos como exemplo a Eq. 2.1, onde S representa a variavel binaria

dependente e a, b e c as variaveis binarias independentes.
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S=f(ab,c)=a-b+b-c, Eq. 2.1

Outra forma de representar uma funcéo légica € através da utilizagcdo de um circuito
eléctrico (Fig. 2.2). Nesta representacdo, as variaveis binarias sao introduzidas como

tratando-se de interruptores com duas posi¢cdes (ON/OFF).

-
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Fig. 2.2 - Circuito l4gico.

-
-

Nestas topologias é normal fazer-se uso de dois tipos de interruptores (Fig. 2.3 e

Fig. 2.4).

Interruptor no estado normal, ou seja, ndo actuado, o interruptor

normalmente aberto | encontra-se aberto, ndo deixando por iSso passar corrente.

Interruptor no estado normal, ou seja, ndo actuado, o interruptor

normalmente fechado | encontra-se fechado, deixando por iSso passar corrente.

L P

Fig. 2.3 - Interruptor a do tipo normalmente Fig. 2.4 - Interruptor b do tipo normalmente
aberto. fechado.

Tabela de verdade
Para uma funcdo S =f(a,b,...) a tabela de verdade é um quadro formado por tantas

colunas quantas as variaveis binarias independentes (a, b, ...), tendo ainda uma ultima

coluna correspondente a variavel binaria dependente S.
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O numero de linhas de uma tabela de verdade é dado por 2", onde N é o nimero de
variaveis binarias independentes, garantimos assim todas as combinacfes possiveis

das variaveis independentes.

A tabela de verdade representa o estado da variavel binaria dependente em funcéo
das variaveis binarias independentes. Para todas as combinacfes possiveis de estados
das variaveis binarias independentes existe um estado da variavel binaria dependente.

Como exemplo podemos ver a tabela de verdade da Tab. 2.2 que representa a
funcdo logica binaria S =f(a,b,c) dada pela Eg. 2.1. O nimero de variaveis binarias

independentes é 3 (a, b e c), logo a tabela tem 2° = 8 linhas.

P PP RO OO O|D
P RO O|F R|O Of|lT
P Ol O|Fr O, OO0
O FrRP|O FR|FP OO Ol

Tab. 2.2 — Tabela de verdade.

2.2 - Funcdes Booleanas béasicas e suas tabelas de verdade

A seguir apresentamos as fun¢Bes booleanas basicas e as respectivas tabelas de
verdade.

Funcéao igualdade

S(@)=a

= O(D
L oln
+
u'\ﬂ
o
|ﬁ
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Funcé&o unido [0OR] (soma logica)
S(ab)=a+b 47 a !
. .

PR P OW

b
0
1
0
1

Funcao interseccdo [AND] (multiplicacdo l6gica)

S(a,b) = a*b

Funcao negacao [NOT] (complementar I6gico)

S(@=a

O
o rW;m
+
=
éﬁ

Funcédo negacdo da intersecg¢ao [NAND]

S(a,b) = a-b

Funcéo negacao da reunido [NOR]

S=a+b

+
+ =3
\

[
ig“
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Funcédo OR exclusivo [XOR]

S=za-b+a-b

+
4 =]

R ORFr O|T

a
0
0
1
1

2.3 - Postulados, propriedades e teoremas

OoOrFrLrOlWm

A A&lgebra booleana, tal como a 4&lgebra tradicional, segue um conjunto de
postulados, propriedades, e teoremas que interessa conhecer e analisar.

Postulado 1 (Lei do elemento absorvente para a soma logica)

A soma logica de uma variavel binaria mais um 1 Iégico equivale a 1 logico, ou,

a+l=1. Eqg. 2.2

Postulado 2 (Lei do elemento neutro para a soma légica)
A soma logica de uma variavel binaria mais um 0 légico equivale ao valor da variavel

binaria, ou,

a+0=a Eq. 2.3

Postulado 3 (Lei do elemento neutro para a multiplicacéo logica)

O produto légico de uma variavel binaria pér um 1 logico é igual ao valor da variavel

binaria, ou,
a-l=a. Eqg. 2.4
Postulado 4 (Lei do elemento absorvente para a multiplicacéo légica)
O produto logico de uma variavel binaria por um 0 légico é igual a um 0 légico, ou,
a-0=0. Eq. 2.5

Postulado 5 (Lei da idempoténcia)

A soma légica de duas variaveis binarias iguais equivale ao valor l6gico dessa

variavel binaria, ou,
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a+a=a Eq. 2.6

Postulado 6 (Lei do elemento complementaridade para a soma logica)

A soma légica de uma variavel binaria mais a negacdo da mesma variavel binéaria

equivale a 1 logico, ou,
a+a =1 Eq. 2.7

Postulado 7 (Lei do elemento complementaridade para a multiplicacéo logica)

O produto logico de uma variavel binaria mais a negacdo da mesma variavel binaria

equivale a 0 ldgico, ou,
a-a =0. Eg. 2.8
Postulado 8 (Lei da involugéo)
Se uma variavel binaria € negada duas vezes esta néo varia, ou,

=a. Eg. 2.9

|

Este postulado é valido para qualquer numero par de negacdes.

Postulado 9

Se os dois membros de uma igualdade forem negados, esta ndo sofre qualquer

alteracdo, ou seja,

S=a+b = S=(a+bh) Eqg. 2.10

S=ab = S=(a-b)

Propriedade comutativa

a+b=b+a Eq. 2.11
ab=>b-a

Propriedade associativa
(@a+b)+c=a+(b+c) Eq. 2.12
(a-b)-c=a-(b-c)
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Propriedade distributiva
a-(b+c)=a-b+a-c Eq. 2.13

(ab)+c=(a+c)-(b+c)

Teorema 1 (Lei da absorc¢éo)

a+a-b=a Eq. 2.14
a-(a+b)=a
Teorema 2
at+a-b=a+b Eqg. 2.75
b-(a-+b)=a-b

Teorema 3 (Leis de De Morgan ou Principio da dualidade)

a+ :at_) Eq 2.16

2.4 - Formas candnicas de uma funcao logica

Uma funcdo légica binaria S =f(a,b,...) é dita estar representada na 12 forma

candnica se S estiver escrita como a soma de produtos, nos quais aparecem todas as
variaveis binarias em cada um dos termos (parcelas ou MINTERMS) que constituem a

expresséo, em forma directa ou complementada (i.e., negacao).

Por exemplo, a funcéo légica binaria S, =f(a,b,c) da Eq. 2.7 esta expressa na 12

forma canodnica.

S,=a-b-c+a-b-c+a-b-c £Q. 2.7
Uma funcgéo légica binaria S =f(a,b,...) é dita estar representada na 22 forma
canodnica se S estiver escrita como produto de somas, nos quais aparecem todas as

variaveis binarias em cada um dos termos (factores ou MAXTERMS) que constituem a

expressdo, em forma directa ou complementada (i.e., negacao).
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Por exemplo, a funcgéo légica binaria S, =f(a,b,c) da Eq. 2.18 esta expressa na 22

forma canodnica.

S,=(a+b+c)-(a+b+c)-(a+b+c) Eq. 2.18

Para podermos obter a funcdo logica nas suas formas canonicas directamente da

tabela de verdade temos que seguir as regras descritas abaixo:

o A 12 forma candnica obtém-se somando todos os produtos I6gicos (ou MINTERMS)

formados das linhas da tabela de verdade que dao a funcéo S o valor I6gico de 1.

o A 22 forma candnica obtém-se multiplicando todas as somas légicas (Ou MAXTERMS)

formadas das linhas da tabela de verdade que d&o a fungéo S o valor l6gico de 0.

Exemplo A: Considere a seguinte tabela de verdade:

P PP PO OO O|D
P PO O|FP PO O|T
R Ok Ok O|Fk O|O0
O Rr|k OO OO W

Como o valor logico de S é 1 para as linhas 1, 6 e 7, a expressao de S na 12 Forma

Canonica fica sendo a soma de MINTERMS formados por estas linhas:

S,=a-b-c+a-b-c+a-b-c.

Por outro lado, como o valor légico de S € 0 para as linhas 1, 3, 4, 5 e 8, a expresséo
de S na 22 Forma Canonica fica sendo a multiplicacdo de MAXTERMS formados por

estas linhas:

S,=(a+b+c)-(@+b+c)-(a+b+c)-@+b+c)-@+b+c).
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2.5 - Simplificacédo de funcdes légicas

E muito importante simplificar as funcdes logicas obtidas da tabela de verdade.
Quanto mais simples for a expresséo obtida, menor serd o niumero de componentes a

utilizar na sua implementacao.

Uma forma de simplificar o nimero de termos de um funcéo € através da algebra de
Boole, o que requer muita experiéncia. Existem, no entanto, outros métodos igualmente
eficazes, séo eles: o0 método grafico ou de Karnaugh e o método numérico de Quine-

McCluskey.

Simplificac&do pelo método algébrico
N&o existem regras rigidas existindo por isso a necessidade de recorrer as regras ja

apresentadas: postulados; propriedades e teoremas da algebra de Boole.

Exemplo B:

F=a+b-(a-c)=a+b-(a+c)=a+b-a+bc=a-(b+1)+bc=a+bc

Podemos transformar qualquer funcédo ldgica, seja qual for a forma em que esta
escrita, numa representacao na forma canonica, tanto soma de produtos como produto

de somas.

Na auséncia de metodologias, bem definidas, temos que utilizar a algebra de Boole

de uma forma racional. Como exemplo de aplicagdo do método temos.
Exemplo C: Simplificar a seguinte expressao
F=a-(b+c)=a-b+a-c

Para se passar para a 12 forma canodnica observamos que no primeiro termo

(MINITERM) falta a variavel “ ¢ ” e no segundo termo (MINITERM) falta a variavel “ b ”.

Entdo completamos com (C+C) no primeiro termo e com (b+b) no segundo

termo. Logo,

F=a-b-(c+c)+a-(b+b)-c

e, usando a propriedade distributiva (Eq. (2.13)) e desenvolvendo temos F na 12 forma

candnica:
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F=a-b-c+a-b-c+a-b-c

Para se passar para a 22 forma canodnica observamos que no primeiro termo
(MAXTERM) faltam as variaveis “b " e “ ¢ ” e no segundo termo (MAXTERM) falta a variavel
1] a ”.

Entdo completamos com (b-b) e (c-C) no primeiro termo e com (a-a) no
segundo termo. Logo,

F=(a+b-b+c-c)(a-a+b+c)
e, usando a propriedade distributiva (Eq. (2.13)), obtém-se:
F=|l@a+b)-(a+b)+c-c|-[@a+b+c)-@+b+c)]
que desenvolvendo nos da:
F=l@+b+c-€)-(a+b+c-¢)|[(@a+b+c)-@+b+c)]
=(@a+b+c)-(@a+b+C)-(a+b+c)-(a+b+c)-(a+b+c)-@+b+c)
que ainda pode ser reduzida visto que 0 MAXTERM (a+ b +cC) aparece 2 vezes e

portanto pode ser eliminado. Logo, F na 22 forma candnica:

F=(@+b+c)-(@a+b+cC)-(a+b+c)-(a+b+c)-(@+b+c)

Entretanto, as formas candnicas ndo sdo, em geral, as mais simples expressdes

para uma funcao légica.

Ha outros métodos para simplificar funcdes légicas que estejam escritas em uma
das duas formas candnicas e um destes métodos, o metodo grafico de Karnaugh, é o

que veremos a seguir.
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Método grafico de Karnaugh

Este método é relativamente simples e eficaz até 4 variaveis. Pode ser usado com

mais variaveis (5 ou 6) mas nao € aconselhavel.

Para utilizar o método € necessario utilizar a expressao numa das formas canonicas.
Devemos, inicialmente, construir mapas com 2" células, cada uma correspondente a
um MINTERM.

F |0 O 1 1 |b F 0O 0 1 1 |c

F |0 1 |b O 1 1 0 |c O 1 1 o0 |d
0 0O O
1 0O 1
a a 1 1
1 0
a b

2 variaveis 3 variaveis 4 variaveis

O passo seguinte consiste no preenchimento destes mapas, com base na tabela de
verdade ou da funcéo légica na 12 ou 22 forma canonica. Se de uma célula para a outra

apenas variar uma das variaveis, entao, podemos dizer que temos adjacéncia l6gica.

Regras a respeitar para o preenchimento dos mapas:

o Coloca-se “1” em cada célula (quer seja a 12 ou 22 forma candnica) onde a funcéo

exista.

o Agrupam-se os 1's em blocos de 2, 4, 8 ou 16 células. S6 se podem agrupar células

adjacentes.

o Construir o menor nimero de blocos com o maior nimero de 1's possivel. Uma

mesma casa pode pertencer a mais do que um bloco.
o A cada grupo de 1's corresponde um termo (parcela) da expressao final.

o A variavel é representada na forma negada quando o valor légico dela for “0 ", ou

“1” quando o valor for directo (ndo negado).
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Exemplo D: Considere a funcao l6gica F =f(a,b,c,d) abaixo na 12 forma canénica:

F=a-b-c.d+a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d

cuja tabela da verdade é dada abaixo:

P P P R|PPPRPRPOOOOOOOO|D
B PR RO OCO|RRPRPRERR|OO OO|T
P P O O|F kP OOk F OO|Fr » OO|o
P OFP O|F OFR O|lkr OFr O|F O F O|la
B OPFP O|kF O OOC|lOFrR R PFRPR|lOO O oOfm

Construindo-se o0 mapa abaixo (com 2* = 16 células), temos:

. |8® T 1|
¢ 4 4 ©|d

0 oflofofofo]

0 1Ty 0 [

1 ATe iy

1 0]o0f0l1]0

a b

E portanto, apdés agruparmos os 1's em blocos de 2, temos a expressdo de F

simplificada:

47



Controlo Industrial 2 - Algebra de Boole

F=b-C-d+a-c-d+a-b-d

gue pode ser representada pelo seguinte circuito da Fig. 2.5.

E

<]

e

L

+
& =3

-

C

-
L

d
d
4

A

oot o

-

Fig. 2.5 — Sistema de controlo industrial tipico.

Exemplo F: Considere a funcao l6gica F =f(a,b,c,d) abaixo na 12 forma candnica:

F=a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d+a-b-c-d +a-b-c-d

cuja tabela da verdade é dada abaixo:

P P P R|PPPRPRPOOOOCOOOO|D
B PR RO OCO|R R PRERR|OO O O|T
P P O O|Fr kP OOk PP OO|Fr Fr OO|0
P OFP O|F OFR O|lkr OFR O|F O F O|la
B P P O|lOFr OO|lOOFrR Ol 0 0 ofm
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Construindo-se o0 mapa abaixo (com 2* = 16 células), temos:

N

-

0
0
M
/

b

oo lioc e o
ol={o|lo|a =
{f}ﬁﬂﬂ_t

-

0

e o o o
T|lo - o= o

E portanto, apés agruparmos os 1's em blocos de 2, temos a expressdo de F
simplificada:

F=b-c.d+a-b-d+a-c-d.

que pode ser realizada na forma de circuito como:

F

1

+
=1

-
.

-
*

o cr‘><ﬁ|

d
d
d
%"

Fig. 2.6 — Sistema de controlo industrial tipico.
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Entretanto, se agruparmos os 1's em blocos diferentes:

1
0
0
0

[y

1

J
et

0
1
0
(N
V1)
0

oolo|lo|la o

oy Malo|a a

B a =2 o o
B | - =
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teremos entdo outra expressao de F simplificada:

F=b-c-d+a-b-c+a-c-d

que pode ser realizada na forma de circuito como:

E
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» =
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d
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7\

Fig. 2.7 — Sistema de controlo industrial tipico.
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