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Estimador assintotico

Neste capitulo continuaremos no estudo de

“Estimadores de Estado”,
que foi iniciado no capitulo anterior.

A exemplo dos capitulos anteriores sera analisado aqui o caso de sistemas
lineares invariantes no tempo com uma entrada e uma

Ou seja,

X(t)
y(t)

Ax() + bu(t), x(t)=x,

¢ x(t) Q¥ (14.1)

Notacao:

Conforme introduzido no/\capitulo anterior, uma ESTIMATIVA do estado
X(t) é representada por X(t).

AN
Semelhantemente, uma ESTIMATIVA de X(t) é representada por X(t) e

assim por diante.



Estimador assintotico

Um ESTIMADOR ASSINTOTICO (também chamado de ESTIMADOR de Luemberger)
tem como entradas:

ut)y ey
isto &, a entrada e a saida do sistema original, e tem como saida:
X(t)

que é uma ESTIMATIVA do estado Xx(t) do sistema original.

u(t . t
() > Sistema y{ ) >
entrada salda
t VAN
y_()» Estimador X(t) )
de estado estimacéo do estado

u(t)



Estimador assintotico

Comecamos com o ESTIMADOR DE MALHA ABERTA do capitulo anterior:

%(t)




Estimador assintotico

O ESTIMADOR ASSINTOTICO, ou de Luemberger, tem o seguinte esquema:

sti mador[ B

Assmtotlco



Estimador assintotico

No ESTIMADOR ASSINTOTICO, ilustrado na figura acima, asailday =c-x €
AN .

comparada com c*X e sua diferenca

A

(C'X —C"X)

é usada para correcao da entrada b-u, apds ser multiplicada pelo
vetor coluna _

4

B . ﬁ e um
vetor
Q’n coluna

A equacdo dinGmica do ESTIMADOR €:

{0 = A% + L[ yo-Rn] + bu
= (A-Loyx® + (Ly@® + bu®)) (14.2)



Estimador assintotico

A figura abaixo € uma representacao equivalente ao esquema anterior.

: Estimador
Assintotico

|
|
—




Estimador assintotico

Com uma escolha adequada do vetor { nos dara %(t) cada vez mais
proximo de x(t) a medida que t cresce.

Note que subtraindo-se Q(t) de (14.2) menos )Z(t) de (14.1) temos:

f

) Pé(t) = AX(t) + L[ y(®)—cx(t)] + bu(t) (14.2)
CX() = Ax(t) + bu(t) (14.1)

Qo—ﬂoz
= AR + L[y -cX®] + byd) - Ax(®) - by
= AX(t) — Ax(t) + L[ y(t) = cX(D)]



Estimador assintotico

Mas como y(t) = cx(t), também da eq. (14.1), temos entao:

);E(t) —x(t) = AX(t) — Ax(t) + L ex(t) —cx(t)]
= A[X®-x(0] - Le[X(®) - x() ]
= (A - Lo)[X(t) = x(1)] (14.3)

Define-se entdo €(t) = erro de ESTIMACAO no instante t, ou seja

e(t) = X(t) — x(t) (14.4)

Entao, pela eq. (14.3) acima, temos que

e(t) = (A=Lc)e(t)



Estimador assintotico

Logo, escolhendo-se { tal que os autovalores de (A — {¢) tenham

parte real —o, negativa, entdao as componentes de €(t) tenderao
para 0 (zero) numa razao de e ot

Mas de (14.4) conclui-se que

e(t)y » 0
equivale a T CEEEEEEE L LT L EEE
' X(t), a ESTIMACAO do estado
A | .
x(t) = x(t) ' converge para 0 proprio
' estado x(t)

Portanto, escolhendo-se { tal que (A —/QC) tenha os seus autovalores
localizados no SPE, entao a convergéncia do ESTIMADOR € garantida.

Teorema 1 — Se o sistema (14.1) € observdvel, entao os autovalores de
(A - ﬂc), ESTIMADOR ASSINTOTICO de estado (14.2), podem
ser escolhidos arbitrariamente.



Estimador assintotico

Teorema 2 — Se o sistema for (14.1) ‘observavel’, e

Oy, Oy, o O

n?

sao os coeficientes de A(s) = det(s-1 — A) e no6s queremos que

Oy, Oy, e O

n?

sejam os coeficientes do polindémio caracteristico de (A—ﬁc)
entao devemos escolher

{=p" 1 (14.5)

onde
(=[@-0) ... @=-a) @-0)] (14.6)

<
Q =P =V'V (14.7)

Observacéo: () acima € o mesmo definidoem (11.7) e P em (11.6), no
capitulo 11, assim como V e V, em (11.4) e (11.5), respectivamente. |




Estimador assintotico

Nota: O polinomio caracteristico de (A—ﬁc) €, obviamente, o polinomio

caracteristico A(s) do sistema (14.2), a equacdo dindmica do ESTIMADOR
do estado.

Q)

det(sI—A +{c) =

B A (14.8)
st + a8+ ooLst? L+ oa

n-15 T Oy
O Teorema 1 acima mostra como escolher os autovalores desejados

para o ESTIMADOR de estado (14.2), quando o sistema original (14.1)
for ‘observavel’.

Portanto, um sistema ‘observdvel’ pode sempre ter um ESTIMADOR ASSINTOTICO
de estado escolhendo-se { tal que A(s) dado por (14.8) tenha raizes no SPE.

Com base nos Teorema 1 e 2 vamos apresentar 2 métodos para obter o
vetor coluna { e desta forma criar um ESTIMADOR ASSINTOTICO de estado.



Estimador assintotico

Dois métodos para obter L
Tem-se A, c e quer se achar { tal que (A — {c) tenha como autovalores

/Y VY W
| — Método Direto
Neste método, a semelhanca do capitulo 12, B ﬁ ]
primeiramente calcula-se A(s), o polinémio 1
caracteristico de (A — {c) em termos das n ﬁ sz

incognitas ﬁl, ﬁz, . ﬁn, que sao 0s
coeficientes de {.

Primeiramente, (14.8) nos da ﬁn

Z(s) =det(sI-A+{c) =

= s" +o,s"! + o,s"? + L+ oS T oa, (14.8)



Estimador assintotico

Como nos queremos que (A — {¢) tenha autovalores

A,

1=1,2,...,n

entdo o polinémio caracteristico de (A + {c) também é dado por

AGS)=(B-X)(5=A,) ... (s=A,) =

= s" +o,s"! + o,s"? + .+ oSt oa,

Equacionando as 2 expressoes de A(s) em (14.8) e (14.9) obtém-se
n equacoes para os n coeficientesde s', i=0, 1, 2, ..., n—1.

A solucao destas equacoes nos da

-4 L LT

K)



Estimador assintotico

Exemplo 1 — Considere o sistema de 2° ordem abaixo

A b
f — ——=
JX(t) = __21 1_ x(t) + [;]u(t)
oy = [3  4]x(®

o<

achar L =[ £, L, 1" tal que o ESTIMADOR AsSINTOTICO de estado tenha polos
Mo=-2%].

Primeiramente € necessario verificar a observabilidade do sistema.

\%

A
4 2\

_Al3 4] _ ‘ o sistema é
p(V) =p |: 7:| 2 observavel

2




Estimador assintotico

Agora calculamos

(A—1o) = [2 1] _[J&I]ﬁ 41 _
-1 1 4

_ | 2-34 1-44
-1-34, 1—4f,
e o polinémio caracteristico de (A — flc) usando (14.8)

A(s)=det(sI-A+{c) =
= (s=2+3)s-1+4L)-(1+3L) 4L -1) =
=s’+ (-3+3L, +40)s +(3-74-510) =

Y Y

— o2 .
=8 + oS + ol




Estimador assintotico

Por outro lado, calculando novamente o polindmio caracteristico de
(A—flc) mas agora usando (14.9), temos

Z(S)=(S—7‘1) (s—2,) =
=(8+2-)(+2+)) =
= s> +4s + 5 =

A \

_ _
S T oS T o,

Agora, equacionando os coeficientes, obtemos:

{—3+3J&1+4JL2=4 {, =—43/13 =-33

3-74, -5, =5 - { L, = 55/13 =4,23

logo,

(=14 L1'=[-33 423]



Estimador assintotico

Verificacio: Com o vetor coluna { encontrado, calculamos a matriz
(A — {c) do ESTIMADOR AssINTOTICO de estado

I ‘ 2-31 1-4{
_ 4] 2 A=1{c) = 2=-34 |
o Jé] B ( °) -1-34, 1-4}22]
_ _—3,3 * ‘ 2 P 11,92 14,23
| 4,23 ) | — 13,69 15,92

e entédo o polinémio caracteristico de (A — {¢)

A(s) = det(sI-A+{c) =

et |:(s—11,92) —14,23}

13,69 (s+15,92) e verificamos que de facto o

ESTIMADOR ASSINTOTICO de estado
= g2 +4g + 5 possui os polos —2 ij, 0S

autovalores de (A — {c)
= (s+2—-))(s+2+))



Estimador assintotico

Il — Método Algoritmico

i) Calcular A(s) = det(s:I—A), o polinémio caracteristico de A

= s" +o,;s"T + 0,s"? + ...+ oo, st

ii) Calcular A(s) = det(s:-I—A + L.c), o polinémio caracteristico de A —{-c

= s" +o,;s"T + o,s"? 4+ L.+ o, s+«

\ obtém-se os Qs

ii1) Calcularﬁ usando (14.6), Teorema 2.

E=[(&n—an) o (0p—0y) (0y—0y) ]T



Estimador assintotico

iv) Calcular as linhas p;, 1=1, 2, ...,n de (11.12), capitulo 11, ou seja

f

Pn=¢

v) Calcular Q = P!

Q

P
P>

Posi = Poois1rA + 04p,, 1<1<n-1

vi) Calcularﬁ usando (14.5), Teorema 2, ou seja

(=0f=pP"Y

Q =P~



Estimador assintotico

Exemplo 2 — Considere novamente o sistema do Exemplo 1.

A b
” —r — =
JX(t) = __21 1_ x(t) + [;]u(t)
oy = [ 3 4]x@®

c

Vamos fazer novamente a ESTIMACAO de estado para este sistema usando
agora o algoritmo do Método Il passo a passo (‘step by step’).

achar L =L, L, ]T tal que o ESTIMADOR ASSINTOTICO de estado tenha polos
}\“1,2 — _2 :I: J .

Ja verificamos no Exemplo 1 que este sistema € observavel.

Portanto vamos aplicar os seis passos (steps) do algoritmo.



Estimador assintotico

i) A(s) = det(sI—A)

= s> 3s +3 —

ii) A(s) = det(sI—A+Lc)
= s +4s + 5 =(st2—j)(s+2+)) ‘{

i) E= (o, — az)] [2]
|:(a1 Q) 7

VM) (py=c=1[3 4 ~7 =5]—p
<p2 C [ ] ‘ P:|: ] |

R) 4 | —p,

Voo opt [T S o [-anz -sn3]  [-031 -0.39
Q= |3 4 313 7/13 023 0,54

a, =4

o, =35




Estimador assintotico

Alternativamente, podemos achar () da seguinte forma:

|3 4| —c - _3
V_[Z 7]<—CA V1=[1

'\

logo,
Q=P =VvV =[

—4/13

3/13 7/13

4/7
0

matriz QQ ja

_5/13 que € a mesma
—x
_ encontrada acima.

Este procedimento alternativo para calcular a matriz ) substitui

0s passos (iv) e (v) do algoritmo.



Estimador assintotico

Finalmente, no ultimo passo [ passo (vi) ] temos:
Vi)

£=Q'E=

_ —4/13 —5/13 . 2 _33
RIAR AR 7 4,23

-

Il
| 1
I\EQEQ
—_—J
Il

que de facto corresponde !
_ ao vetor { ja encontrado
_ =3,3 ] no Exemplo 1.

423




Estimador assintotico

Exemplo 3 — Considere o sistema de 3% ordem abaixol

A b . Vamos fazer a ESTIMACAO
- A D — 0 . de estado para este

B I - 0 2 i sistema que ja

O =13 -1 1[x®OF | u® ,

' apareceu em capitulos

) _ 0 2 O_ | E anteriores usando

yt)= [0 0 1]x(t ' agora o algoritmo do
) h \é g i Método Il passo a passo

| (‘step by step’).

achar L= L, L, £]" tal que o ESTIMADOR AssINTOTICO de estado tenha
polos A,=-3, A,=—4 e A;=-5.

v
0
2

-
|
o8

p(V) =pf o

‘ o sistema é
observavel




Estimador assintotico

Vamos entao aplicar os seis passos (steps) do algoritmo.

i) A(s) = det(s1—A) (o, =0
_ 8 0s 4 0 ) <o, =-9
a3 =2
ii) AGs) = det(sI—A+Lc) = (o, = 12
= (s+3)(st4)(s+5) = ) | o= 47
| oy = 60

= §3 +12s? +47s + 60

i) E _(&3—(13) | 58 |
| (@—ay) | |56
L (0 —0y) _ |12 ]




Estimador assintotico

Nos passos (steps) (iv) e (v) do algoritmo calcula-se P e Q= p~!

M (py=c=[0 0 1]

<p,=pyA+ap;=[0 2 0]

P = PrA S+ 0yPps = [6 -2 7]

6 -2 —7]|—Pi
m) P- 2

~— Py
0 0 1 J«—p;
0 o _p L [V Ve T
Q= =lo 12 0
L0 O |




Estimador assintotico

Alternativamente, podemos calcular a matriz Q da seguinte forma:

~1/3 1/6 /6
V=10 2 0

=1 0 12 0

6 -2 2] — cA? 1 0 0
[0 o -2

A=|l1 0 9 ) _ R

0O 1 O Y 0 0 1|—c

- 4 - mmp - 0 1 ol—c&

- X2

C=[O 0 1] _1 0 9_ cA

logo,

que € a mesma

Q=P = V'V 0 12 0| matrizQ ja

0 0 | encontrada acima.




Estimador assintotico

Note que este procedimento alternativo acima para calcular a matriz Q
substitui os passos (iv) e (v) do algoritmo.

Finalmente, no ultimo passo [ passo (vi) ] temos:
vi)

- [uve 16 7/6][58]1 [33]
L=QL =10 12 0 |56 |=]028 I

L0 0 T o] L2
Q (
Y
m (=L =2
J[3 12 ]




Estimador assintotico

Verificacao: Com o valor de { encontrado, calculamos a matriz (A—{.c)
do ESTIMADOR ASSINTOTICO de estado.

33 | 1 2 =337
=128 — (A-fc)=1]3 -1 =27
19 0 2 —12

e entdo o polinémio caracteristico de (A—{.c)

A(s) = det(sI-A+{c) =

(s—1) -2 33 ' e verificamos que,
= det| _3 (s+1) 27 _ ide facto, o ESTIMADOR
+ ASSINTOTICO de
0 -2 (s+12)] ' estado possui 0s
= § + 1282 +47s +60 =  polos -3, ~4 e -5,
' 0s autovalores de
= (s+3) (s +4) (s +5) (A-Lo).

cujas raizes sdao: A, =—3, A,=—4 e A;=-5
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