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Realimentacao de estado

Em um sistema de ‘malha aberta’ u(t) é predeterminado e nao muda, seja la
qual for a y(t).
Seria desejavel que a

entrada u(t) reagisse
ao comportamento do
sistema.

Isto nao é o ideal.

Se o sistema se comporta como se espera, dando a y(t) desejada,
u(t) nao se alteraria, mas no caso contrario uma mudanca apropriada na
entrada u(t) seria necessaria para trazer a resposta y(t) desejada.

Portanto, o controlo u(t) deveria ser uma funcao da y(t) e de uma
entrada de referéncia v(t).

> @ u(t) = 1v(t), 9(0), O,

realimentacao
da
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Ou entdo, melhor do que isso, uma funcao do estado x(t) e de uma entrada

de referéncia v(t), pois desta forma o controlo u(t) estaria diretamente
relacionado com o comportamento da dinamica do sistema.

Para o sistema abaixo, de uma entrada e uma

x(t) = Ax(t) + but), x(t
O - ex®

(12.1)
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podemos fazer a seguinte REALIMENTACAO DE ESTADO:
onde k é um vetor linha realimentacao

kZ[kl k2 kn] do estado

u() = (D), x(), ) J(0) =

Noteque k=[ k, k, ... k_ |éum vetor linha onde os k.’s multiplicam
as componentes x.(t) e assim realimenta-se o estado no sistema.
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Portanto, se Kk
A

ut) = vi)+[k, k, ... k

L]

X(t)

n

0 sistema REALIMENTADO tera a forma:

X(t)
y(t)

(A+bk)x(t) + bv(t),

)
c-x(t) —

Teorema 1 — O sistema (12.1) € controldvel se e somente se o sistema (12.2)
é controlavel.

Nota: A observabilidade do sistema pode nao ser preservada.
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Exemplo 1 — Considere o sistema de 2% ordem abaixo

' Facilmente
' verifica-se que

¢

controlavel’ e
‘observavel’.

Fazendo-se a REALIMENTACAO do sistema com o estado da forma abaixo

k

A

u(t) = v(t)+ {[—3 4 ]\'X(t)

veremos que o sistema REALIMENTADO € ‘controldvel’ mas nao € ‘observdvel’.
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Exemplo 1 (continuacao)

; (A+b-k) b
e | o -+ ]
vy = KR <0 o
C
U=[b (A+bk)b _ ¢
0 ATEON V_|:C°(A+b~k):|

A

1

p(U)=p

sistema é
‘controlavel’

0

} =2 p(V) = p, A \= 1

8

sistema nao é
‘observavel’
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Um resultado classico em teoria de sistema, sobre estabilidade, € associado
a parte real dos autovalores de A.

»

Regiao de
‘instabilidade’

A

Regiao R
‘estavel’ 0
SPE SPD
(semiplano (semiplano

da esquerda)

da direita)

Um sistema é
‘estavel’ se
pOssui TODOS 0S

autovalores de A
(os polos do
sistema)
localizados no
SPE (semiplano
da esquerda).

Basta que um autovalor de A
tenha parte real positiva que
o sistema sera ‘instadvel’.
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Uma das principais aplicacoes da ‘REALIMENTACAO DE ESTADO’ € que quando o

sistema é ‘controldvel’, é possivel escolher o vetor k tal que os autovalores
de (A +b-k) sejam escolhidos arbitrariamente.

Aqui nesta secao veremos que a ‘REALIMENTACAO DE ESTADO’ permite mudar
a localizacao dos polos do sistema, ou seja, dos autovalores de A.

Por exemplo, com a ‘REALIMENTACAO DE ESTADO’ podemos colocar todos os
polos do sistema no SPE (semiplano da esquerda), onde quisermos.

Ou seja, um sistema instdvel (i.e., com algum autovalor de A tenha parte

real positiva) pode ser REALIMENTADO com K-X(t) tal que se torne estdvel (e
isto € chamado de “estabilizacdo do sistema”).

Teorema 2 — Se o sistema (12.1) € controldvel, entao aplicando o controlo

u(t) = v(t)+ k-x(t)

os autovalores de (A + b-k) podem ser escolhidos arbitrariamente.
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Teorema 3 — Se o sistema (12.1) e controlavel,

Oy, Oy, o O

n?

sao os coeficientes de A(s) = det(s-1 — A) e no6s queremos que

Oy, Oy, e O

n?

sejam os coeficientes do polindmio caracteristico de (A + b-k)
entao devemos escolher

k=kP (12.3)
onde
k = [ (o, ~a, (0,—0) (oy—0) | (12.4)
<
P=Q"' =UU" (12.5)

Observacao P acima € o mesmo definido em (10.6) e Q em (10.7), n
capitulo 10, assim como U e U, em (10.4) e (10.5), respectlvamente. i
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Nota: O polinémio caracteristico de (A + b-k) é, obviamente, o polinémio

caracteristico A(s) do sistema (12.2), o sistema REALIMENTADO com k-x(t),
Ou seja, REALIMENTADO com o estado.

Z(S) =det(sI-A-bk)=

B N B (12.6)
st + o8+ oaLs"? + L+ st oa

O Teorema 3 acima mostra como escolher os autovalores desejados
para um sistema REALIMENTADO com o estado (12.2), quando o sistema
original (12.1) for ‘controlavel’.

Portanto, um sistema ‘controlavel’ que nao seja estavel, pode sempre

tornar-se estdvel com uma REALIMENTACAO DE ESTADO escolhendo-se k tal que
A(s) dado por (12.6) tenha raizes no SPE.

Com base nos Teorema 2 e 3 vamos apresentar 2 métodos para obter
o vetor linha k e desta forma fazer a REALIMENTACAO DE ESTADO.
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Dois métodos para obter k

Tem-se A, b e quer se achar k tal que (A + b-k) tenha como autovalores

{0, Mgy ooy Ay )

| — Método Direto

Neste método primeiramente calcula-se A(s), o polinémio caracteristico
de (A + b-k) em termos das n incégnitas k, k,, .

.., K, que sdo os
coeficientes de k.

k=[k k, ... k]

Primeiramente, (12.6) ja vista acima

A(s) = det(sI—A-bk) =

SO+ Tt 4L+ oo s F oo, (120)

n
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Como noés queremos que (A + b-k) tenha autovalores

.

1)

1=1,2,....n

entao o polinémio caracteristico de (A + b-k) também é dado por

As)=(5=7p) (5=7p) o (3= Ty) =

= s" +o,s" a8+ L+ s oo (12.7)
Equacionando as 2 expressoes de A(s) em (12.6) e (12.7) obtém-se
n equacoes para os n coeficientesde s', 1i=0, 1, 2, ..., n—1.

A solucao destas equacoes nos da
k — [ kl k2 oo kIl ]
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Exemplo 2 — Considere o sistema de 2° ordem abaixo

A b
r A \ —

X(t) = [_21 i]x(t) + B} u(t)

Achar k=] k,; k, ] tal que o sistema REALIMENTADO tenha polos —1 e —2.

E facil de verificar que este sistema nao é estadvel.

Mas o sistema REALIMENTADO a ser construido aqui, com polos A, ,=—1 e -2,
no SPE, sera obviamente estdvel.

Primeiramente é necessario verificar controlabilidade do sistema.

controlavel

o(U) =p|:1 4:| _ 5 T o sistema é
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Agora calculamos

(A +bk) =|:_21 }:I +|:;:|-[k1 K1 _

_ 2 +k, 1+k2_
_1+2k1 1-|—2k2

e o polinémio caracteristico de (A + b-k) usando (12.6)

Z(S)=det(s-I—A—bk) -
= (S_z_kl)(s_l_kZ)_(l_zkl)(—l—kz) _
=g%_ (\3+k1+2k2)js +(\3+5k2_k1)j —

— o2 ~ P
=8 + oS + o,
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Por outro lado, calculando novamente o polindmio caracteristico de
(A + b-k) mas agora usando (12.7), temos

Z(S)=(S—7‘1) (s—2,) =
=(s+1)(s+2) =
= s> +3s + 2 =

t

_ _
S T oS T o,

Agora, equacionando os coeficientes, obtemos:

~3-k -2k, = 3

|
—A—
~ A~

logo,
k=[k k]=[-4 -1]
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Verificacdo: Com o vetor linha k encontrado, calculamos a matriz
(A + b-k) do sistema REALIMENTADO

b " 2 +k, I+k,
k=[k1 k2]= ‘ ( -)_ —1+2k1 1+2k2
=[-4 -1 _ -
[ ] -2 0
_—9 —1
e entdo o polinémio caracteristico de (A + b-k)
A(s) = det(sI-A—-bk) =
s+2 0
= det [ ] = e verificamos que de facto o
9 s+1 sistema REALIMENTADO pOSssUi OS
— @2 43¢ 4 0 = polos —1 e =2, os autovalores

de (A + b-k)
= (st+1)(s+2)
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Il — Método Algoritmico

i) Calcular A(s) = det(sI—A), o polinémio caracteristico de A

= s" +o,;s"T + 0,s"? + ...+ oo, st

ii) Calcular A(s) = det(s1—A —bk), o polinémio caracteristico de A+b-k

= s" +o,;s"T + o,s"? 4+ L.+ oo, st

\ obtém-se os Qs

iii) Calcular k usando (12.4), Teorema 3.

E=[(O(‘n_a‘n) o (ap=0y) (oy—ay) ]
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iv) Calcular as colunas q;, 1=1, 2, ...,n de (10.12), capitulo 10, ou seja

7~

q,=b
Qn-i = A.qn—i-l-l T 04y » 1 <1<n-1

v) Calcular P = Q!

—1 —1 —1
P=0Q = [\(h do -+ dn qn}] = U-u
é Nota: O calculo de

P também poder ser |
| feito usando (12.5),
'P=Q"' =Uu-U"

vi) Calcular k usando (12.3), Teorema 3, ou seja
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Exemplo 3 — Considere novamente o sistema do Exemplo 2.

A b
( A \

X(t) = [_21 ﬂ x(1) + B] u(t)

Vamos fazer novamente a REALIMENTACAO DE ESTADO do sistema usando agora
o algoritmo do Método Il passo a passo (‘step by step’).

Achar k =]k, k, ] tal que o sistema REALIMENTADO tenha polos —1 e —2.

E facil de verificar que este sistema nao é estdvel.

Mas o sistema REALIMENTADO a ser construido aqui, com polos —1 e —2,
no SPE, sera obviamente estdvel.

Ja verificamos no Exemplo 2 que este sistema € controldvel.

Portanto vamos aplicar os seis passos (steps) do algoritmo.
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i) A(s) = det(sI—A)
= g2 -3s + 3

) -

ii) A(s) = det(sI—A—bk)

= (s+1)(s+2) = s* +3s + 2 — { -

i) k = [ (a,—a,) (0,—0,) ]

=[1 -6]
qd; 9

1\ ’2= =71 217
[a-b-l1 2T - Q_Eﬂ
[1 -5]

L di T Aqy + 0qy =

-1
V) o~ 111 27 =17
R P IS
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Alternativamente, podemos achar P da seguinte forma:

14 -1 | =17 477
U_[2 1] Jo= [2/7 —1/7]

logo, ) ,
que € a mesma

B — B _1/7 -— . . s
P=0 I 20U I _ |:2/7 :| < matriz P ja

5/7 1/7 | encontrada acima.

Este procedimento alternativo para calcular a matriz P
substitui os passos (iv) e (v) do algoritmo.
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Finalmente, no ultimo passo [ passo (vi) ] temos:

Vi)
k =kP =
_ (27 =177
= L 6 ! [5/7 1/7:|
K P
‘ k=[-4 —-1] : que de facto corresponde

i ao vetor k ja encontrado
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Exemplo 4 — Considere o sistema de 3° ordem abaixo

A b
- A 2 0
. | 2 0 2
X(t) — 3 _1 1 X(t) + 1 U(t)
i 0 2 | _1

Este sistema, que ja apareceu em capitulos anteriores, ndo é estdvel
pois possui polos (autovalores de A) no SPD.

Vamos estabiliza-lo projetando uma REALIMENTACAO DE ESTADO para este
sistema aplicando os seis passos (steps) do algoritmo do Método II.

O sistema REALIMENTADO devera ter os seguintes polos:

U s=—1 e s=—-14;j.
(2 4 16 | ,
U) = = 3 ‘ o sistema e
P ( ) P i g 182 controlavel
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i) A(s) = det(sI—A)

= s’ -9s + 2 —

ii) A(s) = det(sI—-A—-bk) =
= (s+t1)(st1-))(stlt)) =
= (s+1)(s*?+2s + 2) =

= s +3s? +4s +2

ra, =0

Loy = 12
A =
oy

) | o,
;a3

i) |k = [((13—&3) (o,—0L,) ((11_&1)]

=[0 —13 -3]

M) (qu=b=[2 1 1T
*Q2=A'Q3+0‘1‘Q3=[4 6 2]T

L Q1 =Aqytayqs = [—2 -1 3]

T

) Q =

Il
N
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U

-1

-2 4 2 140
=(-1 6 1| =1_14 1/4
L3 2 1 s -
Alternativamente, podemos achar P da seguinte forma:
(2 4 16 P R/C sy
=1 1 6 8 U = —1/4 1/4
"0 1 -
0O 0 1 -
29 _ |V 0
_ J 5 m) U-=|0 1
—0_ i 1 0

o |

/4
0
1/4 |

~2
0
1/4 |
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logo,

— —1/4 0 1/4 ]
-1 -
P=Q =UU"=1_4 1w
58 12 1/4

que € a mesma matriz P ja encontrada acima.

Note que este procedimento alternativo para calcular a matriz P
substitui os passos (iv) e (v) do algoritmo.

Finalmente, no ultimo passo [ passo (vi) ] temos:
vi) _
k=kP=[0 —13 -3]| V4 0 1/
—1/4 /4 g
L 5/8 —1/2 1/4

) = [-Y% -74 -3/4]
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Verificacao: Com o valor de k encontrado, calculamos a matriz (A + b-k)

k =

do sistema REALIMENTADO

[-V —7/4

_3/4]

72

mm) (A+bk) =|[ 11/4

—1/4

e entdo o polinémio caracteristico de (A + b-k)

A(s)

det(sI-A—bk) =

(s 1)
det| —11/4
1/4

3/2
(s+11/4)
—1/4

s3 +3s2 +4s +2

(s+1)(s+1-))(s+1+))

3/2
—1/4
(s+3/4)

=32 3
—11/4  1/4
1/4 —3/4 |

I . °

' e verificamos que

' de facto o sistema

| REALIMENTADO pOSSUi
I o
' os polos —1 e =147,
. 0s autovalores de
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