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Forma dual da companheira

Considere novamente um sistema de uma entrada e uma

uma
entrada

Ax(t) + bu(t), x(t,) =X,

0
{ y(H) = cx(t) D

Ja vimos no capitulo 6, (6.12)-(6.14) que se P é inversivel e

"~/

A =PAP! b=Pb T =c P!

entao o sistema
{ X() = AX(M) + but), X(t,) = x,
y(t) = cX(t)

é equivalente a (11.1).

(11.2)
d=0
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Cada componente X.(t) do novo estado X(t) é uma combinacéo linear das
componentes X:(t) do estado original do sistema.

O novo estado X(t) satisfaz -
X = Px

Definicao 1 — Novamente aqui vamos por vezes utilizar a inversa de P, ou
. p-l
seja P, como sendo Q).

P=Q' e Q=P (11.3)

Um desenvolvimento semelhante ao feito no capitulo 10 para sistemas
controlaveis sera feito aqui para sistemas observaveis.

Entretanto, P e Q neste capitulo para sistemas observaveis serao

diferentes de P e (Q definidos em (10.6) e (10.7) no capitulo 10 para
sistemas controlaveis.

Neste caso iremos obter A na “forma dual da companheira” em vez de A
na forma companheira.
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Se V for a matriz definida em (9.3), capitulo 9

e V for a matriz

<!

C
cA

CA2

(11.4)

(11.5)
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entao _
C

cA
&2 |=VP' =V-Q

<l
I

. . cA
O que permlte concluir: — .

Teorema 1 — O sistema (11.1) é observavel se e somente se sistema (11.2)
é observavel.

Note que como o sistema so tem uma entrada, ¢ € um vetor linha e
portanto V é uma matriz quadrada.

Teorema 2 — Se (11.1) é observavel, entao V e V sao inversiveis e
P=vVv'y (11.6)
Q=Vv'lyv (11.7)
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Teorema 3 — Se o sistema (11.1) € observavel, entao ele pode ser
transformado num sistema equivalente da forma:

"N/

- X(t)+ ‘u(t)

(11.8)

ol
I
S

> O]

' \
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onde o, O, ... O, S&0 os coeficientes do polinémio caracteristico de A

A(s) = s" + ;8" + o,s"? + ..+ a st oo,

Além disso, a funcéao de transferéncia do sistema tem a forma

| stl + B,8"2 4+ .+ Bs +
g o BB Bus £ B o
st + o 8" + a8t + L+ o s+ oa,

Portanto, [3,, 35, . B,,, que aparecem em b séo os coeficientes do
numerador da funcdo de transferéncia do sistema.
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Definicdo 2 — A matriz A conforme aparece no sistema (11.8), e repetida
abaixo em (11.10), € chamada de a “forma dual da

companheira” de A (‘dual companion form’ of A).

(11.10)

Definicao 3 — Semelhantemente, o sistema (11.8) é dito estar na “forma
dual da companheira” (‘dual companion form’).
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Note que um sistema pode ser escrito na “forma companheira” (11.8)
diretamente da funcdo de transferéncia do sistema na forma (11.9),
onde o polinémio caracteristico no denominador € monico, isto e,

tem o coeficiente do termo de mais alto grau (s" ) igual a 1.

Neste capitulo e nos préximos usaremos o ‘til’ em A, b e

exclusivamente para denotar estas trés matrizes na forma como
aparecem no sistema (11.9), isto €, na forma dual da companheira,

ou seja, A dado por em (11.10) acima, b e ¢ dado por (11.11)
abaixo.

an -1
Bn -2

|00 ...0 1] (11.11)

Sl
|
@
|

B
—Bl—
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Demonstracao do Teorema 3 —

Observe que se o sistema (11.1) € ‘observavel’, entao as linhas de

r 3
P1
sao L.l., logo, os vetores linhas ) | )
. >
definidos por, . Pn J

rpn =C
pn—l - pnA+ OLlpn =CA+ OLIC

d Pua=PuiA+a,p, = cA% + o, CA + aL,C

n—1 n—2
P1 = pA+a,_p,=CA +o,cA T+...+a,,C

tambeém sao L.I.

(11.12)
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Portanto, assim como em (10.12) no capitulo 10, onde tinhamos um

algoritmo para (), aqui tem-se um algoritmo para P em (11.12):

b

P>

Pn

Q—l

ese X = Px, ouseja X =Q x, temos

7
[ ]

X =PAP"'
—

A
y = X

o
ol*‘Ul

X + Pbu
——

b

(11.13)

Logo, temos a seguinte relacao:

INER N

C

c-P

—1

\

>

(11.14)
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eb = P-b, logo, os valores 3,, 3, ... , B, podem ser calculados de
Bn
~ s PN
b=Pb =P |=Q b (11.15)
B
Note que N (11.10) é a transposta da forma companheira de A
~ =T
A=A, (11.16)
além disso
b =¢, (11.17)
e

c=Db. (11.18)
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Com as relacées (11.16), (11.17) e (11.18) pode-se mostrar que a matriz V

em (11.5) € a mesma que U, definido em (10.16) no capitulo 10, ou seja,
U =1V
—_] . ~_]
assimcomo U em (10.18) éiguala V .

Entretanto, note que as matrizes P e () definidas em (10.3) para o

caso da “forma companheira” nao sao as mesmas matrizes P e Q
definidas em (11.3) para o caso da “forma dual da companheira”.

O sistema observavel (11.8) é dito ser o “dual” do sistema controldvel
(10.8), do capitulo 10.
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_— o~

Se A, A,B, B, c, C satisfazem (11.16), (11.17) e (11.18), entao

{ () = A-X(t)+ b-u(t) ou { X(t) = AT-X(t)+ & -u(t)
y(t) = &X (1) < | ym=b X

@ um sistema observavel e “dual” do sistema

{i(t) - A-X(t) + b-u(t)
y(t) = ¢ X(1)

que & um sistema controlavel.

E vice versa.



Forma dual da companheira

E facil de verificar que:

G(s) = T(sI=A)"b

|
| —
-
-

Bis"h + Bs"t 4+ L+ Bs T B,

s" + o, 8" 4+ a8+ L+ oo S oo,

que € a funcao de transferéncia (11.9) do sistema.
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A matriz V, definida em (11.5) é expressa como:

V = (11.19)
matriz
triangular
inferior

onde
(e =1
< e (11.20)
ek =—'ZO OLi+1'€k_i_1, kzl,z, ,n—l
" 1=
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Aléem disso,

3 !/

Vo = | (11.21)
i D
]
|

onde
Oy, Oy, «o.,O 1,0 matriz
triangular

sao os coeficientes do polinémio caracteristico de A. superior
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Exemplo 1 — Considere novamente o sistema do Exemplo 1 do capitulo 10

e transforme para a forma equivalente com A sendo na forma dual da
companheira. Ache a funcdo de transferéncia do sistema.

O polinémio
caracteristicode A é A(L) = det

logo,
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Exemplo 1 (continuacao):
Usando (11.4), temos

o sistema é
observavel

Além disso, usando (11.10) e (11.11), obtém-se as matrizes A eB, que sao
A e b na forma dual da companheira
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Exemplo 1 (continuacao):
e portanto, de (11.5)

c
V= [ cA| =
~~2 :
cA matriz
~ triangular
logo, invertendo V, obtemos inferior

T matriz
triangular
l superior

Alternativamente, como temos o, , 0., € 0l;, podemos obter este mesmo V
ja encontrado acima usando (11.21),

matriz
triangular
superior
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Exemplo 1 (continuacao):
Agora podemos calcular €_, €, e €,, usando (11.20),

e, = 1

61 =—OL1€O = O

e assim podemos obter este mesmo V ja encontrado acima usando (11.19),

matriz
triangular
inferior
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Exemplo 1 (continuacao):
Observe entretanto que este mesmo P pode ser obtido da seguinte maneira:
primeiramente, achar os vetores linha p;, p, € p;usando (11.12)

( p3=c=[0 0 1]

{ Pr=psAt+toypy=cA+aoc=[0 2 0]

| P1=P2A+ 0, D5 = CA”+ o, CA+a,c=[6 -2 7]

e a seguir, usando (11.13)

P que € o mesmo P obtido
P=|p,]= acima usando (11.7),
o istoé, P =V -V,
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Exemplo 1 (continuacao):

Agora, tendo P, ja podemos achar E, ou seja, b na forma dual da
companheira, usando (11.15)

: ] [3 S
b=Pb=|B,|= ) <, =2
_Bl_ _1_ B = 1
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Exemplo 1 (continuacao):
O sistema completo na forma dual da companheira € entao dado por:

b
——

"N/

X(t) =

y(t)

[ < ¢ -

e

"~/

C

Note que, ao se comparar a forma dual da companheira deste Exemplo
com a forma companheira do Exemplo 1, capitulo 10, temos:

A=A b =ct e C=0

)
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Exemplo 1 (continuacao):
Observe que, agora que temos P, também podemos calcular A e b

utilizando (11.14), obtendo as mesmas matrizes que ja tinhamos achado
acima usando (11.10) e (11.11).

__________________________________

. As mesmas .
“matrizes A e C ja |
. encontradas aqui |
' mais acima. '

__________________________________

Fica assim claro que o calculo da matriz P
acima era importante para se encontrar b.
Por outro lado, a matriz P fornece~uma
forma alternativa para encontrar A e c.
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Exemplo 1 (continuacao):
Agora usando (11.9), a funcdo de transferéncia do sistema é

| B;s? + Brs + P s2+2s + 3
G(8) = — 2 - 3
S° + o8t + 0,8 t+ oy S°—9s + 2

Note que esta funcdo de transferéncia também poderia ter sido obtida
usando

G(s)= c(sI-A)"b

ou

C(s) = T(sI-A)"b =
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Exemplo 1 (continuacao):

O diagrama de blocos para a simulacdo analdgica deste sistema depois de
transformado para a forma dual da companheira é:

que é mais simples que a simulacdo analdgica deste mesmo sistema na
forma original.
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Assim como na forma companheira, a representacao de um sistema na
forma dual da companheira tem as vantagens de o numero de coeficientes

com valor ‘zero’ igual ou superior a (1r12 — 1) e que o nUmero maximo de
coeficientes diferentes de ‘zero’ ou ‘um’ sao apenas 2n.

No caso geral pode-se ter até (n2 + 2n) coeficientes # ‘zero’ ou ‘um’ e por
isso serem necessarios um igual numero de amplificadores/atenuadores para
os representar na simulacdo analogica.

Em resumo, a semelhanca da forma companheira, o diagrama de blocos de
um sistema na forma dual da companheira € bem mais simples, o que
significa que as conexoes a serem feitas na simulacdo analdgica também sao
mais simples.
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Exemplo 2 — Considere novamente o sistema do Exemplo 2 do capitulo 10

y(t) = X(t)

A

d

|
S

A equacdo caracteristica do sistema €:

s—1 0

A(S):det =(s—1)(s+2)= s +s—2

—1 S+ 2

Logo,
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Exemplo 2 (continuacgao): -
Usando (11.10) e (11.11), obtém-se as matrizes A e ¢, que sao A e ¢ na
forma dual da companheira

Observe que se calcularmos a equacdo caracteristica do sistema atraves

de A obtém-se o mesmo resultado ja encontrado com A e A (forma
companheira, Exercicio 2 do capitulo 10). Ou seja,

A(s) = det (sI — A) = det = 4+s5-2=(s=1)(s+2)

isto é,
A(s) = A(s) = A(s)

como era de se esperar pois A, A e A sao todas matrizes similares.
Sao matrizes de representacoes diferentes do mesmo sistema.
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Exemplo 2 (continuacao):
Usando (11.5), temos

C
portanto
. 1 I 0 sistema é
P (V) =P =2 ‘ observdvel

Além disso, usando (11.5) com K e ¢ obtemos V

N matriz
~ C triangular
V = Ef“ = inferior
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Exemplo 2 (continuacao):
logo, invertendo V e V, obtemos
matriz

triangular
superior

Calculando ¢, e ¢, usando as equacoes em (11.20),

f

e, = 1

e, = —a,; e, =—1

de facto, é0
' mesmo Y ja

/ encontrado
aqu1 mais

___________________________

podemos entao calcular V usando (11.19)
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Exemplo 2 (continuacao):

Y 2 K
e calculamos também V ~ usando (11.21), tambem de facto o

mesmo V
“encontrado aqu1
. mais acima.

Portanto, agora ja podemos calcular P e (), usando (11.6) e (11.7),

respectivamente

-0
|
9
I
<|2
<
I
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Exemplo 2 (continuacao):
Observe entretanto que este mesmo P também poderia ser obtido usando as
equacoes em (11.12)

(p,=c=[1 1]
L P = PpA+op, = CcA+ayc =3 1]

e entao da eq. (11.13) temos

- - que de facto € o mesmo P
P |
%)

— obtido acima usando

(11.7), isto &, P =V V.

__________________________________________________

Por outro lado, da eq. (11.3) temos

0,25 0,25 / (Q obtido acima usando
-0,25 0,75

(11.6), isto &, Q =V -

Q=P =

<!
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Exemplo 2 (continuacao):
Agora usando (11.14) e (11.15) obtemos as forma dual das companheiras
de A,bec

A = PAP’'
Eos mesmosxegobtidos
N B ;acima usando (11.10) e
c=cP = (11.11).
) N - =
b=[B, B]=Pb=0Q b= 1 B, = 1
B B, =3

Novamente, P ou Q) foi util
apenas para se encontrar b.
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Exemplo 2 (continuacao)
O sistema completo na forma dual da companheira € portanto dado por:

> >

X(t) =

o0 1]EB .
~ , d=0

y(t)

eRE

e, agora que temos Q. e o, assim como [3, e 3,, podemos facilmente obter a
funcéo de transferéncia do sistema usando (11.9).

Pis + B, s + 3
s + os t+ o, $?+s— 2

G(s) =
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Exemplo 2 (continuacao):

Note que esta funcdo de transferéncia poderia igualmente ter sido obtida
usando

G(s)

c(sI-A)Y"b
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Exemplo 2 (continuacgao):
Novamente, pode-se comparar a forma dual da companheira deste

Exemplo com a forma companheira do Exemplo 2, capitulo 10, para
verificar as relacoes em (11.16), (11.17) e (11.18):

A=A,

=T
C

S
I

)
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Observacoes finais:

A forma dual da companheira € também chamada de “forma observavel”
pois os sistemas nesta forma sao sempre observaveis.

Pelos Teoremas 2 e 3 acima pode-se verificar que:
se o sistema ndo € observavel, ndo é possivel coloca-lo na forma dual
da companheira, embora sempre poderemos encontrar

A, a matriz A na forma dual da companheira e

C=000 .. 0 1]

Por outro lado, )
o sistema pode estar na forma dual da companheira e NAO ser
controlavel.
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