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Observabilidade de sistemas dinamicos lineares

Aqui vamos introduzir o conceito de “observabilidade”.

Ou seja, vamos lidar com a observacao do sistema, isto ¢ a saida y(t) (output) do
sistema.

Considere o sistema dinamico linear ja visto no Capitulo 7, eqgs. (7.1) e (7.2) que
aqui chamaremos de eqgs. (9.1) e (9.2):

x(H) = A®x(®) + BOu®), x(t)=x, 9.1)
Ly = C() x(t) (9-2)

onde, A(t) é uma matriz nxn
B(t) é uma matriz nxp
C(t) éuma matriz g xn

A saida y(t) é dada por
y(®) = COD(t, 1) x, + |, CO-D(t,7)-Be)u(r)de

conforme vimos no Capitulo 7, Teorema 8.
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Note que a saida y(t) de um sistema depende de t, do estado no instante t, X(t) e

da entrada no instante t, u(t).
Vamos portanto usar a notacio

y(®) = n(t, x(t), u(t))

Definicao 9.1 — Estados indistinguiveis

Dois estados X e X, s@o indistinguiveis no intervalo [t , t;], t,<t,,
se V u(t) e U e para todo te[t,, t;]

"I”l(t, (I)(t,to,Xl,U.(')),U(t)) = n(t’ (I)(t,tO,Xz,u(-)),u(t)) (9-3)

Isto é, a saida y(t) do sistema quando X, é o estado inicial no instante t é a mesma
saida y(t) que para quando X, é o estado inicial no instante t,.
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|/ = Espaco das
X = Espaco funcées de saida
de estados (Output functions)

(State space)

X y(t)

0)

Definicao 9.2 — O sistema é dito ‘observavel’ se quaisquer dois estados X, X, € X
sao distinguiveis, isto e,

nao ha estados indistinguiveis.

Isto &, todos os estados sao ‘distinguiveis’, ou seja, o estado inicial XOEX do

sistema, qualquer que ele seja, pode ser identificado atraves da y(t) do
sistema.
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Para sistemas lineares é facil de mostrar que (9.3) € equivalente a

n(t, o(t,t,,x,—X,,0),0) = 0 9.4)

Definicao 9.3 — O estado X é ndo-observdvel no intervalo [t,, t,] se

n(, o(t,t,,x,,0),0) =0 paratodot € [t ,t,]

Isto é, o estado X, € ndo-observdvel se a saida y(t) do sistema para a
entrada u(t) =0, t € [t ,t,] e o estado inicial X, em t_ for

Y(t) - 09 te [to > tl]

Observe que, pela expressao (9.4), se X, € a diferenca entre 2 estados
indistinguiveis, entao X & ndo-observdvel.
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Vamos agora definir uma matriz V(t) que vai permitir verificar a observabilidade
do sistema.

Definicao 9.4 — -

v.(t)
V,(t)
V(t) =

- Vn—l(t) i

onde

(v, (t) = C(1)

ka_|_1(t) = Vk(t) A(t) + %Vk(t) , k = O, 1, 2,..., n-1

Esta matriz V(t) & comummente chamada de ‘matriz observabilidade’, e as vezes

também ¢é representada por /* (1).
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Teorema 9.1 —

O sistema € observavel no intervalo [t0 , tl] se para algum t; > t_ esta matriz V(1)

satisfaz

rank [ V(t,) ] = n

Exemplo 9.1 — Considere o sistema

AW B(1)
X = 8 —1t}( - [ —Ju
)
y=£0 Z;IX

Calculando agora a matriz V(t),
temos que

0 2
V(t) =
© 0 -2t

} v, (t)
} v, (t)

E claramente o

rank (V(t)) =1 para vt>0

e portanto este o sistema
nao é observavel.
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Se entretanto a matriz C(t) for

co=1[1 o]

Calculando novamente a matriz V(t), para esta matriz C(t) temos que

i | 0 | } V, (t) Entécz,vc(o;n)o a;ora 0 O
V(t) = rank (V(t)) =2 para vt>
( ) — t : - } V1 (t) este sistema se tornou observavel.

Agora vamos considerar sistemas lineares e invariantes no tempo
ou seja,

A)=A, B(t)=B e C(t)=C

e veremos alguns resultados que permitem verificar observabilidade através das
matrizes A e C.
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Considere o sistema dinamico linear das eqs. (9.1) e (9.2), agora invariante
no tempo também

X =AX + Bu, x0)=x, (9.5)

Definicao 9.5 — Subespaco ndo-observavel no intervalo [t,, t,] se

O@) = {xeR™ n(t, #(s,0,x,0),0) =0, vse[0,t]}

Note que: ©(t) é o conjunto dos estados ndo-observdveis em [0, t].

Definicao 9.6 —
Note que: @ € o conjunto dos

O = m © (t) estados ndo-observdveis em [0 , t]

€[0.4] paraalgumt, 0 <t<t,
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Teorema 9.2 —

O sistema é observdvel em [0, t] se e somente se

O@) = {0,

Teorema 9.3 —
O = @(t) = f[g ] @(t) para qualquer t > 0.
te|0,t
Teorema 9.4 —
onde, _ )
A ker(CAFY) = {0} -
i=1 CA
se e somente se V = ® A2

p (V) = 1 CAH—I
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Este teorema fornece um critério para verificar se o sistema € observdvel, da
mesma forma que o Teorema 9.3, do Capitulo 8, nos fornecia um critério para
verificar se o sistema € controldvel.

O sistema é observavel - 's 7
se, e somente se,
CA
2
rank | CA = n 9.7)
CAn—l
-

\%

A eq. (9.7) acima é a condicao do rank, € um resultado classico em Controlo
de Sistemas, um teste da ‘observabilidade’ do sistema.

Novamente, a matriz V em (9.7) acima é comummente chamada de ‘matriz

e \ 7 7 @
observabilidade’, e as vezes tambem e representada por .
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Note que se o sistema tiver apenas uma , l.e., y() tem dimensao 1, entao a

matriz C sera um vetor linha e consequentemente a matriz observabilidade \"

@ ’ .
ou /" sera uma matriz nxn (quadrada).

Exemplo 1 — Considere o sistema

; A B

A,
r \ ,—M

x(t) + 1 u(t)
1

Vemos, pela condicao do rank
(9.7), Teorema 9.4, que

x(t) =

0 1
C

A
[ g A )

(1) = X(1)
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)  det Cl

—— \ e J
Vou Viou 7
Se ¢; %0, C ankl €|
entao det CA # 0 — CA| 2
H_J H—J
Vou 7 Viou =n
logo, neste caso o sistema € observdvel.
Caso contrario, se
c,= 0, entdo det ¢ =0 ‘ rank ¢ <2
1= Y CA CA
H_J H—/
Vour Vo~ #1n

neste caso o sistema nao é observavel.
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Dois casos particulares sao ilustrados abaixo:

i)c,=1 e ¢,=0.

Neste caso y(t) = X,(t) e o sistema ¢ observdvel.

Isto &, y(t) traz informages das duas componentes
do estado X,(t) e x,(t) parat € [t, , t,].

ii) c,=0 e c¢,=1.

Neste caso y(t) = X,(t) e o sistema nao é observdvel.

Isto &, existem estados indistinguiveis assim como
estados ndo-observaveis.

Vamos olhar a cada um destes dois casos com mais detalhes.



Observabilidade de sistemas dinamicos lineares

i)c,=1 e ¢,=0.

Neste caso y(t) =x,(t)eo
sistema é observavel.

Na realidade,

y(H) =C eVx, =

> ()

ou seja,

y(t) =le')xy; + (2te’xy,

. funcoes linearmente
. independentes L.I.

_______________________________________

Portanto, todos os estados x # 0 sao
observaveis,

— y)
ndo ha estados x € X=R~*, x #0,
que sejam ndo-observavel,

O()={0}

(“Subespaco ndo-observavel”)
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i) c,=0 e c,=1.

Neste caso y(t) = x,(t) e
o sistema nao é observavel.

Na realidade,

y(t) ndo traz informagdes de X,

. apenas de X,.

Os estados

11 : 7
2 2

sao indistinguiveis.

Para ambos os casos quando u(t) = 0, a

sera
yt)y=2¢

X, =X, — X, = |:4
0

@ um estado ndo-observavel.

O estado

Para o estado inicial X, e entrada u(t) =0,
temos que

y(t)=0
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O={x= (X Xp) € R*: x;,=0} = eixo x,

(“Subespaco ndo-observavel”)

Espaco de

2 N X,
estados R 2 Y= Subespaco

nao-observavel
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y(©) =x,(t)
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y() = X,(t)
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Exemplo 2: Considere o sistema de segunda ordem

n=>2
B
X(0) = -+l x©0=x, -

1

Teste de observabilidade
(condicao do rank (9.7), do Teorema 9.4):

y(t) = X(t)
‘ C

A

RZ

espaco de
estados 0

#
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Logo, o sistema nao € observdvel, nao se pode identificar o estado inicial

. 2 ~
deste sistema para qualquer estado X, € Espaco de estados R~*. Vamos entéo
achar o “Subespaco ndo-observavel”.

Usando (7.15), do , quando a entrada u(t) =0

0

2t

(et 7 QZt)Xm + €' Xy

2t

t 2t t
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) do sistema y(t)

y()=CeMx, =

X(t) j eAt'XO

=e'x, + e'Xy, = e :

01 02 | : ~ |
' As informacdes que a y(t)
' nos traz nao é suficiente para

t
— + > . cpe
e (X01 X02 )» t>0 . identificar as componentes X,

e X, separadamente.

O “Subespaco ndo-observavel” é portanto:

0= 1X = (X1, Xgp) € R*: X1 = —Xpof-



Observabilidade de sistemas dinamicos lineares

_ _ 2. —
0= 1X = (X1 Xgp) € R7 1% ==X, .
(“Subespaco ndo-observavel”)

Espaco de
estados R”

O = Subespaco

ndao-observavel
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Observe também que como a
y() = € (x; +Xpp), t>0

entao, quaisquer 2 estados X, e XO’ cuja soma das suas componentes
X01 € X2

sejam as mesmas, sao indistinguiveis.

Por exemplo, os estados X, e X’

sao indistinguiveis.

Além disso, a diferenca (X, — X,) € um estado ndo-observdvel.

X =x —x. = |12 c ©
—12
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