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Definicdo 1 — G(t, t) matriz cujos elementos g;(t, r) sao as respostas

na iesima saida ao impulso apllcado na jesima entrada.

Se a matriz G(t, T) é conhecida, entdo podemos achar y(*) através da equacéo

(5.3), que repetimos abaixo:
o0
y(t) = _[_OOG(t,’C)'u(’E)‘dT

Se o sistema € linear, causal, invariante no tempo e relaxado em t, entao

G(t,t) = G(t-1)

y(t) = jtto G(t-1)-u(t)dr

(5.3)
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Se além disso o sistema for relaxado em = 0, entdo podemos usar a funcao de
transferéncia (5(s), onde

G(s) = V [G(1)]

e assim achar y(*) como

Y(s) = Go(s)-U(s)

onde

y() = & T[Y(s)]

U(s) Y(s) = () U(s)
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Agora iremos achar uma expressao para a equacao dinamica (6.3)-(6.4), que aqui
passaremos a chamar de (7.1)-(7.2), isto é

- X(1)
- y(®)

A(t) x(t) + B u(t), x(t,)=x, (7.1)
C(t) x(t) (7.2)

A solucdo X(t) ira depender de t, t, X, e u(-).

Sendo assim usaremos a notacao

X(t) = 0(t,t,X,,u("))

para representar a solucdo de (7.1) quando X(t,) = X, e a entrada u(-) é aplicada
em [t, , ].
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Solucao do Sistema Homogéneo

Considere o sistema homogéeneo

x(t) = A(t) x(t) (7.3)
Teorema 1
O conjunto de solucoes de (7.3) forma um ‘espaco vetorial’ de dimensao n.

Exemplo 1
A(t) € uma matriz 2X2 e portanto o
. () = 0 O]. X(t) estado x(t) tem 2 componentes.
4 t . 0 ) Pelo Teorema 1 acima pode-se achar
A(t) 2 solucoes L.I.

Uma possibilidade € escolher:

Observe que ambos x,(t) e x,(t) sdo solu-
0 2
x,(t) = e Xy()=

coes do sistema homogéneo e além disso
1 eles sdo L.I. no espaco da funcdes x(-).
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Exemplo 2
x(t) = 0-x(t)
onde O é a matriz nxn de zeros

Pelo Teorema 1 pode-se encontrar 1 solucoes L.I.

n 14 ~ . 7
De facto, qualquer vetor do R~ é uma solucéo deste sistema homogéneo e a

. ~ . . n .
combinacéo linear de qualquer conjunto de n elementos do R que seja L.I.
nos da todas as solucoes deste sistema homogéneo.

Por exemplo, se n = 2, entao quaisquer 2 elementos do R? que sejam L.I. nos da
todas as solucoes deste sistema homogéneo.

Claramente,
: 0 O
t) = - x(t —3 0
o o) Y xo=] 7] e w0
A;O

sao duas solucoes L.l. do sistema.
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Logo,

X;(t) X,(t)

A A

X(t) = a[ﬂ%[_‘ﬂ Vo, peR

representa todas as combinagdes lineares possiveis de X;(t) e x,(t)
(i.e., representa o R’ ).

Portanto, X(t) expressa todas as solucées deste sistema.

Definicao 1 — Matriz Fundamental ‘Y (t) do sistema homogéneo (7.3)

x() = A(b) x(t)

é qualquer matriz n x n cujas colunas sao solucoes L.I. de (7.3)
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Exemplo 3

Y(t) = 0 2 € uma possivel Matriz Fundamental para o
1 t sistema X(t) = A(t) x(t) do Exemplo 1.

Outra Matriz Fundamental possivel seria:

0 2
YO=11 @+

No entanto, a matriz

4 =2
27 —t?
nao & Matriz Fundamental porque embora suas colunas sejam solucoes do
sistema homogeneo (7.3), elas nao sao L.I.
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por outro lado

x1(t) X,(t)

3 0 :I e uma possivel Matriz Fundamental para o siste-

Y(t) = [ 4 —1 ma X(t) = ()-x(t) do Exemplo 2 quando n = 2.

Na verdade, qualquer matriz 2x2, cujos elementos Vij € R (i.e., sejam numeros
reais), com 2 colunas L.l., € uma Matriz Fundamental deste sistema.

Equivalentemente, qualquer matriz ‘\P(t) 2x2 tal que

det { W(t)} # 0
¢ uma Matriz Fundamental do sistema homogéneo X(t) = 0-X(t) do Exemplo 2

quando n = 2.

Para o caso em que () é a matriz nx n de zeros, qualquer matriz LP(‘[) Nnxn com
n colunas L.I., € uma Matriz Fundamental deste sistema. Ou, equivalentemente,

qualquer matriz ‘¥'(t) nxn tal que det { ¥(t) } #0 é uma Matriz Fundamental do
sistema.
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E facil de verificar que se W(t) é uma Matriz Fundamental do sistema

(1) = A(t) x(t) &)
entao ‘Y(t) satisfaz

(1) = A(t) (1) (7.4)

e P(t,) € uma matriz de coeficientes reais ndo singular, isto é

det W(t) % 0 (7.5)

Na realidade temos os seguintes resultados:

Teorema 2 — ‘Y(t) é uma Matriz Fundamental de (7.3) se e somente se
W(t) satisfaz (7.4) paratodot e (7.5) para algumt,

Teorema 3 — Se W(t) é Matriz Fundamental, entao
W(t,) € nao singular para todo t, € (—o0, 00).
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Com o resultado do Teorema 3 sabe-se que:
W l(t,) existe para todo t

Portanto, pode-se definir a Matriz de Transicao do sistema @(t, t,)

Definicao 2 — Matriz de Transicao @(t, t,) do sistema homogéneo (7.3)

O(t,t) =P(t) P (t,) para todo t, € (—o0, ).

Teorema 4 — A Matriz de Transicao ®(t, t,) do sistema homogéneo (7.3)
i) é Unica;
ii) depende apenas de A(t);

iii) ndo depende da escolha da Matriz Fundamental ‘¥(t)

Este resultado segue do facto que 2 Matrizes Fundamentais de (7.3) quaisquer
Y(t) e W (t) satisfazem

YY) =Y (t)P para algum P inversivel.
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Propriedades da Matriz de Transicao ®(t, t,) de (7.3)
1) O(t,t) = 1;
il) @7(t,t,) = P(t,) YO = O(t,,1);
i) d(t,,t) =D(t,,t,) - D(t,,t) paratodo t,t ,t,,t, € (—o0, o0).

» Yoo

A interpretacao da propriedade (111) é que
o(t,),t,,x,,0) = (I)(tz,tl,\d)(tl X, 02, 0)
Y
x(t,)

(D(t2’to) " Xo
= D(t,,t,) - D(t;,t,) - x

x(t,) X(t,)

(0)

X(ﬁ)

X(t,)
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Exemplo 4 — Tomando novamente o sistema X(f) = A(t) x(t) do Exemplo 3, onde

A(t)z'o 0
t 0ol

qualquer que seja a Matriz Fundamental ‘¥(t) escolhida,
a Matriz de Transicao D(t, t,) sera dado por

1 0
O(t,1,) =

1
-E(tz—tg) 1

Teorema 5 — A Matriz de Transicao @(t,t,) de (7.3) é a Unica solucao de
d(t,t) = A@)D(t,t), O, t)=I (7.6)

Teorema 6 —
o(t,t,,x,,0) = O(t,t,) X,
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Portanto a Matriz de Transicao CD(t, to) de (7.3) governa a evolucao de x(t) quando
X(t,) = X,

Ou seja, a Matriz de Transicao d(t, t,) de (7.3) governa o estado do sistema (7.1)
quando u(-) = 0.

t
Teorema 7 — Se A(t) e ( It A(t)-dt ) comutam, entao a unica solucao de (7.6) €
dada por 0

ItA T)-dt
Dd(t,t) = e b A (7.7)
Este teorema diz que se
A®-([[A®D)dr) = (' A(T)-dt ) A (7.8)

entdo d(t,t,) dada por (7.7) é a Matriz de Transicao de (7.3).

Observacao importante — Quando A(t) é uma matriz diagonal, ou quando A(t) = A
(A constante, independente de t), entao a equacao (7.8) é satisfeita.
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Solucao da Equacao Dinamica

Teorema 8 — A solucao da equacéo dinamica (7.1) é dada por

X(O=0(t,1,%,,U0) = O(L,t) X, + I, BL,7)-B(o)u(x)de

onde D(t,t,) é a Matriz de Transicdo de (7.3), ou seja, D(t,t,) é a Unica solucao
de (7.6).

Se u(t) =0 temos:
X(t)=o¢(t,t,,x,,0) = O(t,t,) X, ( ja visto no Teorema 6 )

Se X, =0 temos:

x(t) =o¢(t,t,,0,u()) = fttOCI)(t,r) -B(1)-u(1)-drt
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Portanto,
X(t)—(l)(t’o’ O’U())_¢(t9t09X070)+¢(t9t090 u())
h 4
transiente ou regime estac10narlo
resposta livre ou resposta forcada

Corolario Asaida y(t) em (7.2) é dada por

Y = CO-DE, L) %, + | CO-D(t,1)-B()-u(r)de

Se x,=0, temos que:

y(t) = J [ C(t)-D(t,7) B(1) ] u(t)-dr

.

Y
G(t,T) definido em (5.7)
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Solucao de Sistemas Invariantes no Tempo

Para sistemas invariantes no tempo
Al) = A

conforme vimos em (5.14) e (5.15)

Neste caso uma possivel Matriz Fundamental ‘P'(t) é dada por

P(t) = e

Este resultado segue do Teorema 2 uma vez que

d At At N
e = o (0]
dt A-e € e

sao ndo singulares parat = 0.

: B(t) = B e Ct) = C
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Portanto, a Matriz de Transicao para sistemas invariantes no tempo tem a forma

O(t,t) = e (e = ATl = @it

Alias, este resultado também poderia ser obtido pelo Teorema 7 juntamente com a
observacao que o segue. Logo,

{
01, %, () = AT x [ MO B de 7.9

o

Set, = 0, a solucao do sistema linear invariante no tempo é entao dada por:

t
(X =0(1,0,x,,u()) = e x, + ] eV -Bou(r)dr (710

t
y(t)=Cer x +C -fOeA(t‘T)-B-u(r)-dr (7.11)
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Se X, = 0, a solucao do sistema linear invariante no tempo é entdo dada por:

t
y(t) = IO C-e)-B-u(r)-dv (7.12)
G(t,1) = G(t-1)

= matriz resposta ao impulso,
dada por (7.8)

Tomando a Transformada de Laplace de (7.10) e (7.11),

; X(s) = (sI-A)"'x, + (sI = A)"'B-U(s)
Y(5)=C(sI-A)"'x, + C:- (sI - A)"'B-U(s)

Quando x, = 0, temos a ‘Matriz de Transferéncia’ (s(s)

Y(s)=C- (s - A)"'B-U(s)
Go(s)

conforme ja havia sido obtida em (6.9).
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Em resumo,

A solucao do sistema linear invariante no tempo

(x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(t)=x, (7.13)

Ly(t) = Cx(t) (7.14)
é dada por
. t
x(t) = eAl-x + IO e A=)y (1)-dr (7.15)

t
y(t) = C-eMx_ + C-IO eMD.By (1) dr (7.16)
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[note que as equacoes (7.15) e (7.16) acima sao as mesmas que (7.10) e (7.11)]

Exemplo 5 — Sistema homogéneo de 12 ordem

i onde:
X = aX, X(0)=x, a e C sdo constantes,
y = cX isto €, sao matrizes 1x1
| saida (output)
Solucao:

Como é bastante conhecida, da resolucao de equacées diferenciais homogéneas
e de 1% ordem.

[ X(t) =x, ex

y(t) = cx, e
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Exemplo 6 — Sistema homogéneo de ordem n

) onde:
= AX, Xx(0)=x, A é uma matriz n x n
< , :
= (x C éumamatriz qxn
.
q saidas (outputs)
Solucao:

(x(t) = e™Mx,

y(t)=Ce'x,

que nitidamente € uma generalizacao do sistema de 1* ordem do Exemplo 5.
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Exemplo 7 — Sistema de 12 ordem

onde:

X =ax t bu, x0)= X0 a, b e ¢ sdo constantes,

y = CX isto é, sdo matrizes 1xI

1 entrada (input) e 1 saida (output)

Solucao:

Também bastante conhecida da resolucao de equacées diferenciais de 12 ordem.

~

t
x(t)= x_-e™ + jo e Dbu(t)dr,  x(0)=x,

t
y(t)=cx, e* + c-IOea“-T)-b-u(«;)-dr
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Exemplo 8 — Sistema de ordem n
onde:

A éuma matriz n xn

X =Ax + Bu, x(0)=x,

y = (Cx C éuma matriz qxn

B é uma matriz nx p

p entradas (inputs) e q saidas (outputs)

Solucao:

f

t
x(t)= e x, + [ eV Bu(r)de

t
| y(t)=CeMox, + | CeM P Bu(r)de

que nitidamente é uma generalizacdo do sistema de 1 ordem do Exemplo 7.
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Exemplo 9 — Sistema de 22 ordem

A
a B
- '4 \ —~—
1 0 1
X = 1 _2}( T [OJu
* x<0>=x0=[
y = [O 1]X
4 . v J
C

u(t) = degrau unitario
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Exemplo 9 (continuacao)
Logo, o sistema homogéneo € dado por:

1 o1,
b

cuja solucao é dada por:

X(t) = e X, =

ou seja,

x;(t)

X(t) = e X, =
X,(t)
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Exemplo 9 (continuacao)

x;(t)
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Exemplo 9 (continuacao)

Note que, parat=0,

x(0) =

3 que era o valor esperado pois este era
3 o0 estado inicial X,.

ea , Y= (C X, para o sistema homogéneo, é dada por

C X1
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Exemplo 9 (continuacao) Para o sistema ndo homogéneo, isto €, com entrada u(t):

t
— At Alt=1). R0 (7).
X(t) = eA X + Io e AB u(t)-dr

, t el 0 1
= =y jo l(e(t—r) 23 e—Z(t—t)) p-2(t-1) (Oj u(t)dr
3

— +j Lo dr
" _;(e(t—r) ia? e—2(t—r) )U(T)

u(t) = degrau
unitario
i.e., u(t)=1
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Exemplo 9 (continuacao)
ou seja,

x,(t)

X,(t)

Note que, novamente, para t =0,

3 que era o valor esperado pois este
X(O) - era o estado inicial X,.
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Exemplo 9 (continuacao)

x;(t)
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Exemplo 9 (continuacao)

ea ,y = Cx
X(t)
A
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