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Descricao na forma de estado

A descricao entrada-saida so € valida quando o sistema é relaxado no estado inicial.

Se o sistema néo é relaxado em {_, entao a equacao

y[t 00) = °u[t

o )

O

nao é valida, pois Y

) ira depender das condicoes iniciais do sistema.

9

Definicao 1 — O estado de um sistema em t_ € a quantidade de informacao em t, que,
juntamente com Uy determinam o comportamento do sistema para todo t > t_.

Ja vimos no capitulo 1 alguns exemplos da descricao de sistemas na forma

x(t) = f(x(t),u(t),t), x(t) = x,
y(®) = h(x(),u®),t).

A equacao (3.10) € chamada de “equacdo dindmica” do sistema e descreve a dinami-
ca do estado X(t) parat > t,.




Descricao na forma de estado

Na maioria dos casos € possivel escrever o sistema na forma (6.1)-(6.2).

Por exemplo, um sistema descrito por uma ‘equacdo diferencial ordinaria’ de
42 ordem pode ser transformado para a forma (6.1)-(6.2), que é um sistema de
4 equacoes de primeira ordem, com a dimensao do estado igual a 4.

Se o sistema é linear, (6.1)-(6.2) podem ser reescritas como

x() = A®x(®) + BOu®), x(t) = x,

y(®) = C(1) x(t)

Se o sistema é linear e invariante no tempo, obtemos A(t) = A, B(t) =B e
C(t) = C, e portanto,

x(t) Ax(t) + Bu(t), x(t,) = X,
y(t) Cx(t)
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Neste caso nds podemos calcular a expressao de ((S) = funcdo de transferéncia
(ou matriz de transferéncia) do sistema.

Tomando a Transformada de Laplace de (6.5) e (6.6),

sX(s) —x(0) = A[X(s) + BlU(s)
Y(s) = CLX(s)

(sI—A)"'x(0) + (sI-A)"'[BOI(s)
CHsI-A)"'x(0) + COsI-A) ' BOU(s)

Se o sistema esta relaxado em t | = 0, entao

x(0) = x,= 0 e

Y(s) = C-(sI-A)"-B - U(s)

(4(s) = funcdo de transferéncia
(ou matriz de transferéncia) do sistema
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Sistemas Equivalentes

Definindo-se um novo estado para o sistema (6.5)-(6.6)
X = Px

onde P é uma matriz inversivel, obtemos

{ x() = Ax() + Bu®, x(t)=x,

y(© = Cx(v
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Observe que (6.10)-(6.11) € uma outra forma de escrever o sistema (6.5)-(6.6) na
qual o novo estado X(t) € uma combinacéao linear das componentes do estado
original X(t).

Estes sistemas sao chamados “equivalentes”.

Portanto, sistemas equivalentes sao na verdade um so sistema com a definicao das
variaveis de estado diferentes (um é combinacdo linear das componentes do outro).

A
Se A é a forma candnica de Jordan de A, entao fazendo P=M -1 , ou P'=M

\ 1
A=M"AM
onde M é a matriz
M=[v,|v,]|...]v,]

formada pelos autovetores e autovetores generalizados de A.
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Se definirmos também

A

1 A
B:M B C:CM

5

£0t) ) + Bu
y(t) (t)

€ um sistema equivalente a (6.5)-(6.6) onde

R(t) = M 'x(0).

A
A esta na forma canonica de Jordan de A.
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Exemplo 1 — Considere o sistema

b onde a matriz A é a do
—A Exemplo 4, capitulo 3
2
0
-1

(Diagonalizac;é(/)\) e para o
qual achamos A, a forma

canoénica de Jordan de A.

Para isto foi calculada a matriz M de autovetores
e autovetores generalizados de A

M=[v|v,]|vs]=
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Exemplo 1 (continuacao)

A
Observe que A satisfaz a equacéo (6.12) paraP=M ! ouP~' = M.

A _
A = M'AM
N
e agora, se calcularmos b e C usando (6.13) e (6.14),

SEREIEY

e temos o sistema reescrito na forma

ju A A
X(t) onde A esta na
forma canonica de
Jordan.
() -
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Exemplo 2 — Considere o sistema do Exemplo 5, capitulo 3 (Diagonalizacao)

onde A, a forma canonica de Jordan de
Xt = Ax(®) + bu(® A

N\
A ja foi calculada, assim como b e C,
diretamente da funcdo de transferéncia
y(t) ¢ x(t)

Y (s)/U(s) do sistema.

Também foi calculado o polindmio caracteristico de A e seus autovalores:
AN) =det (A-I-A)=(\ -2)°

=2, com multiplicidade 3 (n, = 3)

=0, com multiplicidade I (n, =1)

autovalores de A {
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Exemplo 2 (continuacao)

Observou-se que o autovalor A, = 2, com multiplicidade 3 (n, = 3) nao satisfaz a
condicao (3.1) do rank, logo, tera pelo menos um bloco de Jordan.

Portanto, vamos em busca de um autovetor generalizado v de ordem 3 para este
autovalor A\, = 2. Para isto, temos que achar vetor v tal que (A=2-1)>v=0 e
(A=2-1)2v # 0. Ou seja, v tal que
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Exemplo 2 (continuacao)

Note que 6
0 é um vetor que satisfaz ambas estas duas condicoes, e
—1 portanto v € um autovetor generalizado de ordem 3.

| 0

Isso era previsivel pois neste caso o numero de cadeias = 1, ja calculado com
o uso da eq. (3.5) no Exemplo 5, capitulo 3.

AVAR—

Agora fazemos v; = v e calculamos os autovetores generalizados v, de ordem 2 e

v, de ordem 1 usando equacoes (3.4):

vi= (A-2-Dv,

e assim obtemos a cadeia de 3 autovetores generalizados de

Note que o autovetor generalizado v,
de ordem 1 é na verdade um autovetor

de A, = 2.
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Exemplo 2 (continuacao)

Para o outro autovalor de A, = (), pode-se facilmente calcular o autovetor

0
Vi V3

—A—
L L - —2 6
—2 0
0

-5

Fazendo agoraamatriz M = [ v, |v,|vsy|v,] = 1

17 + 0

tem-se que

que possui um bloco de Jordan
de dimensao 3 correspondente
ao autovalor triplo A, = 2.

N
A=M'AM =
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Exemplo 2 (continuacao)
Isto ocorre porque o autovalor triplo A, = 2 possui uma cadeia de 3 autovetores
generalizados. Caso isso nao fosse possivel, A, = 2 teria uma cadeia de 2 autoveto-
res generalizados o que produziria um bloco de Jordan de dimensao 2 e outro de

dimensao 1.

NA
Para b e C temos:

A
)J;(t) onde A est,é .na
forma canonica
de Jordan.

y(t)
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Exemplo 2 (continuacao)

Se entretanto tivéssemos escolhido
V
1

——
—2
—2
M = [vy|vi|vy]vs] = 0

—5

A
entao obteriamos JAN com os blocos trocados:

0 O
N\ 1 21
A=M AM= 0 2
0 O
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