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Descricao entrada-saida

Descricao de Sistemas

Conforme a notacao introduzida no , a funcdo u(-) representa a entrada
(ou as entradas) e a funcao y() representa a saida (ou as saidas) do sistema.

Também usaremos a notacao Uy (ysea funcao u(-) é definida no intervalo [to, tl).
1°"0

semelhantemente, se define Uy, o), Uy, ¢ ) Yiy. 1, €tC.

Neste concentraremos na descricao entrada-saida (‘input/output’) e no ca-
pitulo seguinte ( ) na descricao em equacoes de estado (‘state equations’).

A descricao entrada-saida, também chamada I/0 (input/output), é qualquer
descricao do sistema que nos da uma relagao H entre a entrada u(-) e a saida y(-),
isto &

y(-) = H- u() (5.1)
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E importante se assumir que o sistema esta em repouso (ou relaxado) em t = —o0 e
portanto a saida y(-) é excitada apenas pela entrada U, o)

Um caso particular é quando y(t), a saida no instante t, depende apenas da entrada
no instante t, u(t). Por exemplo

Neste caso H é a transformacéo linear u(-) —» [R,R,/(R, +R,)] u(-).

Este sistemas sao chamados de ‘sistemas sem-memoria’ ou ‘sistemas instantaneos’.
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Para o caso de varias entradas e saidas,
u(t) = (u,(t) , uy(1) , ..., u ()",
y(©) = (0, 50, ...y, (D)

y(-) = H-u(-)

onde Il & uma matriz pxm com elementos reais,

No caso geral no entanto, os sistemas tém memoria, isto €&, y(t), a saida no instante

t, depende de U_oo , o0)"
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O sistema é dito linear se o operador 1 em (5.1) € um operador linear. Isto €,
satisfaz o principio da superposicdo que consistem em duas propriedades:

i)H(u+uv)=Hu+ HU (aditividade)
(au) = o Hu (homogeneidade)

para quaisquer entradas u(-), u’(-) e aldR.

O principio da superposicdo significa que:

i) podemos superpor duas entradas U(-) e U’(-) obtendo a entrada (U(-)+ u’(-))
e a saida y(t) sera a soma (ou superposicao) das saidas que seriam obtidas se

aplicassemos as entradas U(-) e U’ (-) separadamente;

ii) além disso, se multiplicarmos uma entrada u(-) por O, entao a saida y(t)

também ficara multiplicada por Q.




Descricao entrada-saida

Exemplo 1 — Suponha que um sistema de uma entrada u(t) e uma saida y(t) tenha
a seguinte relacao para todo t,

f

u’(t)
u(t—=1)

seu(t—=1)#0

y(t) =1

0 seu(t—=1)=0

.

E facil de verificar que esta relacdo de entrada-saida satisfaz a propriedade de
homogeneidade, no entanto ela nao satisfaz a propriedade de aditividade.
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Funcao de Transferéncia

y() = [ (H-8(t, 1) -u(0)-dr
g(-, 1)

onde

g(-,T) = resposta do sistema em repouso ao
impulso aplicado no instante t = T.

y() = [ gt, D-u(n)-dr

Se o sistema tem m entradas e p saidas, (5.2) pode ser estendida para

y() = | G(t, D-u(n)-dr
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onde G(t, 1) = | g;;(t, T) ] & uma matriz pxm cujo elemento g;i(t, T) € a

o Z

1°51M2 resposta no instante t ao impulso aplicado no instante T na J*'™ entrada.

gu(t aT) glz(t ,T) glm(t ,T)
0, (t, 0D gy(t,n) - g, (.,

gpl (t ’ T) gpz (t ’ T) it gpm (t ; T)

pxm

Definicdo 1 — O sistema é dito causal se y(t), a saida no instante t, ndo depende
da entrada aplicada depois do instante t. Isto €&,

Y() = ) u(—oo s t]
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Portanto, sistemas causais, lineares e em repouso em t =—00 satisfazem

Gt,T) =0 0T e Ot<T

Consequentemente,

y() = [ G(t, D-u()-dr

Definicao 2 — O sistema esta em repousoem t =t se y; ., asaidaparat=2tg,
depende apenas de U o) @ entrada aplicada depois do instante
t=t,. Istoé,

(5.5)
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Exemplo 2 — Um sistema com retardo cuja relacao entrada-saida é dada por
y(t) = u(t-a).

Isto €, a saida € a propria entrada atrasada de a unidades de tempo.

Este sistema estara em repousoem t_ se U, _ =0
0 [t,—a ,t_ |

> 70

mesmo que
U et —a) z 0

Portanto, sistemas em repouso satisfazem (5.5) e por isso,

y() = ] Gt, D-u(t)-dt

Sistemas causais, lineares e em repouso em t = { satisfazem

y(-) = Itt G(t, T)-u(1)-dt
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Teorema 1 — Um sistema cuja relacao de entrada-saida € dada por (5.3) esta em re-
pouso em t se e somente se U o) = O implica em Yit, , o)

Definicao 3 — O sistema é dito invariante no tempo (ou estaciondrio) se as caracte-
risticas do sistema nao mudam com o tempo.

E facil de mostrar que se o sistema é invariante no tempo, entao

Gt,7) =Gt-1,0) =G(t-1) (5.8)

Portanto, um sistema linear, causal, em repouso em { = tO e invariante no tempo
satisfaz

y() = [ Gt-D-u(r-dt

Em particular, se o instante inicial € t |, = 0, entao
t {
y() = | Gt-D-u()-dt = | GO-ut-1-dt (5.9

que é chamada de ‘integral de convolucdo’.
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Se tomarmos Y (S), a Transformada de Laplace de y(t),

VMO S jooo (fooo G(t—1)- u(r)dr) e St =

= foo <f°° G(t—1)- e‘S(t‘T)dt> cu(r) e Stdr =
0 0

= <foo G(v) - e_s"dv> : (JOO u(T) - e‘“dr)
0 0

\\ J \\ V)
Y Y

MO Go(s) : U(s)

A Transformada de Laplace da
,ﬂ convolucédo de 2 funcoes € o
(5(s) = Transformada de Laplace de G(t) produto das Transformadas de

que é chamada de Funcio de Transferéncia do Laplace dessas 2 funcoes.

sistema

Observe que foi necessario assumir que o sistema é invariante
no tempo assim como que esta em repouso em t, = 0.
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Portanto a Funcao de Transferéncia (G(s) nos da uma relacao entre as transformadas

de Laplace U(s) e Y(s), respetivamente da entrada u(t) e da saida y(t), para
sistemas lineares, invariante no tempo, e em repouso em t_, = 0.

s) = ((s)-U(s)

Se o sistema tem apenas uma entrada U(t) e uma saida y(t), entao (5(s) tera a
forma de uma :

N(s)
D(s)

G(s) =

= quociente de 2 polindmios em S

No entanto, se o sistema tiver m entradas e p saidas, (5(s) sera uma matriz pxm
de
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Exemplo 3 — Tomando o Exemplo 1 do (Circuito Elétrico) e assumindo
1(0) =0, temos

(em repouso em t =0)

=0

s1(s) — i) + 2:1(s) = Uls)

u(t) = (input) y(t) = saida (output)
= fonte de tensao = tensao na resisténcia
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Exemplo 3 (continuacao)

e como y(t) = 21(t), entdao Y(s) = 2-1(s), ou seja, I(s) = (¥2)- Y(s), logo,

(5 +1)Y(s)= Uls)

0 que nos da,

; Y
G(S) = UEE; —

=) G5 =——

S

Funcao de Transferéncia
do sistema
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Exemplo 4 — Tomando o Exemplo 3 do (Sistema massa-mola) e assumindo
estar em repouso em t = 0, isto é

x{(0) = 0 (posicdo do carro = 0),
X,(0) = 0 (velocidade do carro = 0),

ms2X (s) — sif0) - }1/('5)0= _kX,(s) + Uls)

u(t)

77777777 u(t) = (input) =

forca aplicada ao carro
| deslocamento

X(t)
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Exemplo 4 (continuacao)

e como, y(t) = x,(t) = posicdo do carro no instante t, temos

(ms?2+k)Y(s) = U(s)

Funcao de Transferéncia
do sistema

Observe que o polinomio do denominador nao tem o termo do 1° grau.
Isto se da ao facto que o atrito nas rodas do carro de massa m foi desprezado.
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Exemplo 4 (continuacao)

Considerando um coeficiente de atrito viscoso |l a equacao diferencial fica
modificada para

mx,(t) = —px,(t) — kx,(t) + u(t)
e portanto,

(ms? + s + k)-Y(s) = U(s)

Y(s) I/m
‘ G -
) U(s) 2 + (U/m)s + (k/m)

N\

Funcao de Transferéncia
do sistema
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Exemplo 5 — Tomando o Exemplo 4 do (Sistema carro com péndulo) e
assumindo estar em repouso em t = (), isto é

s(0) = 0 (posicdo do carro=0em t=0),

s(0) = 0 (velocidade do carro =0 em t =0),

0(0) = 0 (posicdo angular do péndulo =0 em t = (),
é(O) = 0 (velocidade angular do péndulo =0 em t =0),

s(t)

A

) T\ {
V700 4 %ﬁ'r" 0

\
N
X
N
N
hY
\
N
\
\

rd

'\ (¢ u(t) = (input) =
9(’[) forca aplicada ao carro

F
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Exemplo 5 (continuacao) De (1.14) temos
M/s*[B(s) + (m+M)gO(s) = =-U(s)
Ms*S(s) — mgl®(s) = U(s)

Como y,(t) = s(t) = posicdo do carro e y,(t) = O(t) = posicdo angular do péndulo,

Ms* ¥, (s) — mglX,(s) = U(s)

[M/s2 + m+M)g] Y,(5) = -U(s)

(1/M)s* —(g/ M)
st + [(m+M)g/M€]s2

(1/M7) \

m+M Matriz d(Ae
2+ ( )g Transferencia

M/ do sistema

S
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Exemplo 6 — Tomando o Exemplo 5 do (Tanque de mistura) e assumindo
estar em repouso em t = (), isto é

X;(0) = 0 (volume do_liquido no tanque em torno de V = 0,
VO) — V=0, parat=0),
X,(0) = 0 (concentracdo do liquido no tanque em torno de ¢ = 0,

c(0) — ¢=0, parat=0)

(input):
U, ,(t) = fluxo (ou caudal) do liquido em torno de [, ,(t)

Saida (output): liquido 1 L (t) o ha(t) liquido 2

caudal do

(t) _ ( (t) (t))T caudal do ' e
y Y1t ¥ concentram liquido 1 ] liquido 2 ! concentracdo C2

y,(t) = pequenas
variacoes do fluxo ou

caudal N(t) no regime

estacionario I. volume V() \___ 1§
concentracao liquido

yz(t) = Xz(t) no tanque ¢(t)
(definido acima)
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Exemplo 6 (continuacao)

Logo, como este sistema tem 2 entradas (U, (t) e u, (t)) e 2 saidas (y,(t) e y,(1)),
a Matriz de Transferéncia (5(S) terd dimensao 2 x2.

N&o é dificil de verificar que (5(s) tem a expressao dada abaixo:

Y, (s) Y, (s)
U,(s) U,(s)

Y, (s) Y, (s)
U,(s) U,(s)

Matriz de /

Transferéncia
do sistema
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Definicao 4 —

i) AUK (R ou €) é um polo de uma r(s) = N(s)/D(s) se

ii) ALK (R ou €) é um zero de uma r(s) = N(s)/D(s) se
r(A) = 0.

Definicdo 5 — ALIK (R ou C) é um polo da (5(s) se A é um polo
de pelo menos um elemento de ().

Podemos entao observar que:

» No Exemplo 4, o sistema nao possui zeros e os polos sao as 2 raizes do polinémio

p(s) =s?+ (k/m) ou p(s) =s?+ (U/m)s + (k/m).

> No Exemplo 5, os polos do sistema sdao S = £j[[m+M)g/M/]? e s=0
(duplo) e os zeros sao S = j[[-g//]">.

> No Exemplo 6, ndo ha zeros e os polos do sistemasao s = 1/0 e s = 1/20.
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Exemplo 7 — Considere o sistema que possui a seguinte Funcao de Transferéncia

s—72
(s =2)(s—3)

A =3 é um polo. No entanto, A = 2 ndo é nem zero nem polo, pois (2) = -1
queé¢0e|6(2)| = | que é # 0.

Na realidade ((S) pode ser reescrita como

Gi(s) =

Se nds assumirmos que cada elemento Nij(s)/Dij(s) de ((8) é irredutivel (isto é,
nao tem fatores comuns), entao as raizes de Dij(s) sao os polos de ((s).

E comum também se assumir que Dij(s) € monico. Isto &, o coeficiente do termo
de mais alto grau € 1. As Funcoes de Transferéncia dos Exemplos 4, 5, 6 e 7 acima

estao nesta forma, isto €, todos Dij(s) sa0 monicos.
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