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Funcao de matriz

Primeiramente vamos definir “polinomio de matriz”.

Definicao: Polinomio de matriz (quadrada)
Seja p(.) um polindmio em A de grau n (finito),
podemos definir p(A).

Por exemplo:
Sep(h) = L'=20°+5 wmmp p(A) = A*-2A%+ 5]

Note que se A é uma matriz quadrada, entdo A%, A’ etc.
estao bem definidas.

Além disso, A°=1, e A' = A, como é dbvio.



Funcao de matriz

A seguir vamos ver alguns resultados importantes com relacao a
“polinomio de matriz”:

Teorema 1: Se

N
Exemplo 1: Pelo Teorema 1 acima, qu;cl\lquer matriz diagonal A,
o polinémio de matriz p(A) se escreve como:
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Teorema 2 — Se ﬁ é a forma canénica de Jordan de A, e M é a matriz
definida na eq. (3.7) no capitulo 3, ‘Diagonalizacao’,
entao
i) Ak=M-AkM
e /\ -
ii) p(A)=M:p(A) M~

i) p(A)=0 <= p(A)=0

/\
Além disso, se A;; € um bloco de Jordan de dimensées n;; X 1;;

definido na eq. (3.8) no mesmo capitulo 3, ‘Diagonalizacao’,
entao

) (‘/A\‘ij - LD <
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o indice do autovalor /.

. A 3
= maior ordem dos blocos A associados a /.,

Definicao: n;,
0

Definicao: y(A), o polindmio minimo de A

y() = II (.=

1=1

Nota: \J/(/\) tem grau

I M B
=1
VAN
-

n =

onde
n = grau do polinomio caracteristico de A, A(L)

AG) = TT (L =)™
i=1
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Corolario: (do Teorema 2 acima)

grau do

Se () é o polindmio minimo de A > olinomio minimo de A

Y(A)=0

e nenhum polinémio p() de grau < n satisfaz

[ por esta razao y(A) é
p(A)=0 { chamado de polindbmio
minimo de A

"

Corolario: (também chamado de Teorema de Cayley-Hamilton):

Se A(\) = polinémio caracteristico de A

entao,

A(A)=0 (4.1)



Fungéo de matriz
polindmio caracteristico de A

Exemplo 2: a) A —
ALY =(L=1)AL=2) = A =31 +2
A(A) = AZ—3A+2I F } [ 1}+2F 0}
0 2 One' %4l
P P P
+
0 WD
K

b) polindmio caracteristico de A

AQ) =(=1)2 = 22-20+1

o il Sl o

A=

Bt

AA) = A2-2A+1 =
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Exemplo 3: A forma canonica de Jordan de uma matriz A é dada por

indice do
autovalor

AN N\
Para este A, os blocos de Jordan Aij, conforme definido em (3.8) no capitulo 3

(‘Diagonalizacao’), sao
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Exemplo 3 (continuacdo):

A\
As matrizes (A;— 7, I) tém a forma

0
1 (A12— I =

0
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Exemplo 3 (continuacdo):
E facil de verificar que

A-1D) =

logo

(A=2I) =
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Exemplo 3 (continuacdo):

polindomio minimo de A

W) = (=2 = (L +3Y

) (A =(A-11)P=(A+31)3=0
polindmio caracteristico de A

AQY) = (=1) = (L+3)

m) AA) =(A+31)°=0
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Exemplo 4: A forma candnica de Jordan de uma matriz A é dada por

Para1 = 1 Parai = 2
(= =3 \, = =2
A —_—
Eclaroque n = n, + n,= 4 indice do indice do
autovalor 1., autovalor /.,

N\ N\
Para este A, os blocos de Jordan Aij, conforme definido em (3.8) no capitulo 3,
‘Diagonalizacao’, sao
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Exemplo 4 (continuacdo):

E facil de verificar que logo
ST o 1|/l o

A AN
(A =21 = L) 0} (A =My = {o o} - {0 0}

(1&12—%11) = [O] (Au—kll)z: 2:

2 2_2_ 0 0
(21_}\“21)_ - 0 0

A 0 1
(Ay =MD = {O O}
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Exemplo 4 (continuacdo):

polindomio minimo de A

W) ==L (k=) = (L+3P2(A+2)

m Y(A) = (A+302A+212 =0

polindmio caracteristico de A

A = (b=1)P(h=1y)" = (L+3) (L +2)

) AA) = (A+3D3A+20)2 =0
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Os resultados a seguir vao permitir definir outras “funcées de matriz” f(A) que
nao sejam “polinomios de matriz”, como por exemplo

sen (At), cos(At) ou eAt,

a partir de “polindmios de matriz” p(A).

Definicao: Q; sao os valores de p no espetro de A

o; =pY(L), i=1,2,..,m j=0,1,.., (1)

onde . \

. d’ m = numero de
p(])(ki) — dT(KI) autovalores
distintos

e claro que:

sej=0 = pY(L) = p(L)
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Exemplo 5: Calcular os valores de p no espetro de A para um polindmio p(/.)
qualquer:

Polinomio caracteristico de A

.
0 2 AL =(L-1)(L=2) = =31 +2

- Autovalores { A =1, I— Valores de p {‘110 =p(1),

de A L, =2 T opetre Lo =p(2)

Polinomio caracteristico de A

b =
) A AL) =(L=1)y = =20+ 1
Valores de p oo =p(1),
‘Autovalores{ L =1,n,=2 e noespetro 10 Pf )
de A de A o =p’(1)

"

derivada em relacdo a A
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Teorema 3:  p(A)=q(A) < pY(L) =qV(0),

i=1,2,...m j=0,1,...,n.

|

Obs.: Noteque n,<n.

Ou seja, se p e q tém os mesmos valores no espetro de A, entao
p(A) =q(A)

Teorema 4 — Se A é uma matriz n x n entao para V polindmio p(.) pode-
se construir um polinomio q(.) de grau (n —1),
isto &
ql) = o, Fo; Ao, A+ o AT

tal que p e q tém o mesmos valores no espetro de A, e portanto

p(A) — q(A):OLO'I—I—al-A—l— (12'A2‘|' +(1n_1'An_1
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Exemplo 6:
A=

1 2
{ } Achar AIOO

0 1

Primeiro calcula-se A(L) = (L —1)? mm) logo, ., = 1,n, =2

Agora | P(M) =241 - | P =) = 19 =0, %0
defina | q()) =a, +a, A p’(1) =q(1)= 100-(1)*® = a,

‘ O, = — 99
o, =100
p(A) qu) % o

Logo, AIOO — aOI —+ G’IA = —99.] + 100A — |:
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Funcao de matriz



Funcao de matriz

Agora vamos definir “funcdo de matriz”.

Definicao: Funcao de matriz (quadrada)
Seja f() uma funcao que é definida no espetro de A.

Se q(A) é um polindmio que tem os mesmos valores no
espetro de A, entao,

f(A) = q(A)
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Exemplo 7: Calcular e™ para A dado por

A(L)=det(L1-A)=
=) -4+ 50 -2=
= (-1’ (L -2)

A, =1, com multiplicidade 2 (n, = 2)

autovalores de A
A, =2, com multiplicidade 1 (n, = 1)

fo)=e" e

Agora define-se
Q) = a, + oy L+ ay 22

(f(1) = q(1) = e'=o,+a, +a,

m) < (1) = q'(1) = te' = q,+2aq, derivada em
Lf(2) = q2) = e* = a,+20,+4a, relacio a
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Exemplo 7 (continuacdo):
(o, = e — 2teé'

m) { o= 3te' + 2e' — 2¢*
a, = e* — e — te

f(A) qu)
Portanto, ~ A, = * >
e = alto A+to, A" =

Voltaremos a esta
. At
funcao €

(exponencial de
matriz) mais
adiante.

I (matriz identidade).
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Exemplo 8: Calcular sen(At)

A =1,
el O autovalores de A { |
1 -2 7\‘2 ) 29
Define-se {f(k) = sen (\.t) Fazendo f(1.,) = q(),)
qr) =o, + oy A () = q(,)
—}{ f(1) = sent = a, + o, =q(1)
f(-2) = sen(-2t) = o,—-2a; = q(-2)
a, = 1(2sent—sen 2t) Nota:
) - 3 Comcz Seno e uma
o, = 1(sent+ sen 2t) funcdo impar,
] \ 3 sen(—t) = —sen(t)
0go,
f(A) a(A)

D

sen (At)‘ = ’oc0°I + o"A
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Exemplo 8 (continuacdo):

sen t

%(sent+ sen2t) —sen 2t

Portanto,

sen t 0

sen(At) =
(AD (sent+ sen2t) —sen 2t

1
3

Observe que, se t =0,

0O O
sen(A-0) = sen(0) = {O } = ()
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Exemplo 9: Para a mesma matriz A do exemplo anterior, calcular cos(At)

0
.
|l e

De forma semelhante podemos achar:

coSs t

(cost— COS 2t)

Observe que, se t =0,

cos(A-0) = cos(0) = {
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Teorema 5 — (Generalizacao do Teorema 1 acima)

entao f(A) =

Teorema 6 — (Generalizacdo do Teorema 2 (i1) e (111) acima)
i) f(A) = M - f(A) - M-! (4.2)
AN
i) flA)=0 < f(A)=0 (4.3)

Teorema 7:
Seja f() e g(\) duas funcoes definidas no espectro de A, entao

f(A)-g(A) = g(A)-f(A)
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Funcao de matriz em blocos de Jordan

Conforme ja vimos no capitulo anterior, os
blocos de Jordan sao matrizes quadradas.

A seguir alguns resultados para funcoes de
um bloco de Jordan.
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Seja A;; bloco de Jordan de dimensao n; x n; definido em (3.8) no
capitulo 3, ‘Diagonalizacao’, entao

(Aij - M) =

Este resultado ja foi
ilustrado no Exemplo

Ao se calcular ‘
3 (acima)

teremos ‘zeros’ na diagonal principal e aquela diagonal de ‘1s’ vai
subindo até desaparecer e virar uma matriz de zeros quando o expoente

chegar an.:

Ay =D = 0
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ou seja,

A 2 _
(Aij—kil) —
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AN
Portanto, se quisermos calcular f(A;;) sera mais pratico se definirmos q(/.)
qh) = o, + ay(h=2A) T ax(h =) + o+ o (b= A)n

e calcularmos os coeficientes ., OL{, O, ... , O, | tal que e q tenham os

A©’
mesmos valores no espetro de Aij.

N\
Observe que para Aij, o polinomio caracteristico &

ALY = (L=A)"
ou seja, possui um autovalor A. com multiplicidade n,.

Logo,
= e = 0
a; = 1'(L)
Ja, = £70.) /2!

sao tais valores de
Oy, Olyy Olyy weey O g

oy = 000 / (= )]

-
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Concluimos este resultado para os blocos de Jordan com o enunciado do teorema
a seguir:

AN \
Teorema 8:  f(A;) = q(A;) =

f(r) ')/ f')/2t o £V 00/ (= 1)!
0 (L) f') /10 e £/ (- 2)!
= 0 f(r) - £/ (g - 3)!

0 f(A,)

3 7 . A . A 14 °
Com esse resultado fica facil calcular f(A) para matrizes A na forma canédnica
de Jordan, como veremos nos dois exemplos que seguem.
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Exemplo 10:

Calcular eAt

Usando Teorema 8,
obtemos
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Exemplo 11:
Tomando A do Exemplo 7,

capitulo 3, ‘Diagonalizacao’,

A

Calcular eAt

Usando novamente o
Teorema 8, temos

Q
|
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Exemplo 12:

N\
Para A do Exemplo 6,
capitulo 3, ‘Diagonalizacao’,

AN

Calcular eAt

Usando novamente o
Teorema 8, temos
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Funcao de matriz e serie de poténcias
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Teorema 9: Seja

fo) =X o AS
0

&

a representacao da funcao f em série de poténcias e f(/..) converge para
todos autovalores L. de A, entao

f(A) = X o, Ak
0

k:

Como consequéncia, se

f(L) =k§0 o ALK

é a representacao da funcao f em série de poténcias e A" =0 para algum
inteiro n>0, entao

n—1
f(A) =k§0 o, A*
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Considere o bloco de Jordan Aij definido em (3.8) no capitulo 3,
‘Diagonalizacao’, e a funcao f expandida na forma de Série de Taylor
na vizinhanca de /.,

(1)
2!

f0)= 0.) +F0)0=0) + —a 201 + -

entao

A= ; A f2(L) A 5
F(Ay) = () T + (L) (Ay—A1) + Z—'I(Aij—KiI) + -
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Exemplo 13: A funcao exponencial de matriz eAt usando Serie de Taylor

Pela Série de Taylor:

2 ot AR

et=1+kt+7+---+ mee.

n!

converge para todo A finito.

Logo, pelo Teorema 9:

A o0
e = Y
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Exemplo 14: As funcoes de matriz sen(At) e cos(At) usando Série de Taylor

Pela Série de Taylor:
}L3t3 7\,51:5 7\y7t7 7\;91:9
S L o4

sen(At) = At — TR SR T
Lt /O A W I W o
cos(kt)—l—z! +T!—F+W—---

convergem para todo A finito.

Logo, pelo Teorema 9:

sen(A) = X (1)K —L— - AGKTD (kD)
=0 (2k+1)!

cos(At) = X (=1)f Lo A2k

o (2K)!
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Transformada de Laplace e a
L] L] At
exponencial de matriz €
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Teorema 10: Transformada de Laplace e Transformada de Laplace inversa

: At
envolvendo a Exponencial de matriz €

s

TNy = (sT-AY o e

el = Z’_l{(s-I—A)‘l} (4.5)

O resultado deste Teorema 10 acima claramente generaliza os resultados
conhecidos de Transformada de Laplace para a > 0:

r

7(e™) = (sia) = (s—a)"

e = £/’_1{(sl_a)} = 7 {(sT-a)}

\
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Propriedades de eAt

Novamente, estas propriedades acima claramente generalizam propriedades
conhecidas da Transformada de Laplace para a > 0:

. d

dt

i) SR L iv) L
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Exemplo 15: No Exemplo 7 tinhamos a matriz A e calculamos e™

que de facto corresponde a
_ At At
derivada de €  conforme de

previsto pela propriedade dt
(111) acima.




Funcao de matriz

Exemplificacao do calculo da
~ : : At
funcao exponencial de matriz €



Matrix function

: , ~ : . At
Vamos ilustrar o calculo da funcao exponencial de matriz €  de 3 formas
diferentes:

" 1° método:
Usando os valores no espetro de A (definicao de funcdo de matriz)

2° método:
Usando a Transformada Inversa de Laplace de (SI—A)_l

3° metodo:
Usando série de poténcias (Série de Taylor)

.

Faremos isto através de exemplos, usando a

mesma matriz A das 3 maneiras mencionadas = A =
acima, e obtendo sempre o mesmo resultado,
claro.
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Exemplo 16:

M
autovalores de A

ol

V4 14 ol ° * At
1° metodo para o calculo da funcao exponencial de matriz €
Usando os valores no espetro de A (definicao funcdo de matriz)

polinémio caracteristico de A
A(s)=det (s I-A)= (s—1)(s+2)

f() = e’
q(h) = o, oA

h, = =2 ‘{

f(h)=e'=o,+a;=q()
() = e = 0,2 o, = q(%,)

o, =(2/3)-e'+(1/3)-e™

— {a1(1/3)°et(1/3)-ezt
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Exemplo 16 (continuacdo): f(A) q(A)

4 \

m) M=o 1+aA

propriedade (iii) de e
 vista em (4.8)

além disso: /

A-e™ = _ de®
dt
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Exemplo 17:

A=

\

logo,

2° método para o calculo da funcao exponencial de matriz e
Usando a Transformada Inversa de Laplace de (sI—A)_1

: At
Conforme vimos no Teorema 10, €~ pode ser
expresso como (Transformada Inversa de Laplace):

et = (s T-A)!

¥

1

(s—=1)

1
(s—=D(s+2)
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Exemplo 17 (continuacdo):

e portanto,

que é o mesmo resultado obtido no exemplo anterior
(1° método, Exemplo 16)
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Exemplo 18 | 30 megtodo para o calculo da funcao exponencial de matriz e

Usando série de poténcias (Série de Taylor)
A 0
B )

logo,

Conforme vimos no Exemplo 13, eAt pode ser expresso
na forma de série de poténcias (Série de Taylor) como:

Q0

et = 3 L Ak
k=0 k!
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Exemplo 18 t
(continuacado):

i b
RS R s o
2!
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Exemplo 18 (continuacdo):

1( 2t
= —|| l-Fid—F—F..
21 3
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Exemplo 18 (continuacdo):

Portanto,

que € o mesmo resultado obtido nos dois exemplos anteriores
(1° e 2° método, Exemplos 16 e 17)

At 0

Ja vimos no Exemplo 16 que, parat=0, € = (matriz
identidade) e, além disso, que: . .

|
Q)
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