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Diagonalizacao

Um operador A: — pode ser nao diagonalizavel por duas razoes:

1) deficiéncia do corpo K
‘autovalores’ complexos e corpo K = R = os nUmeros reais

11) deficiéncia do operador A;
‘autovalores’ multiplos sem autovetores em numero suficiente

Considerando-se o corpo K = ( [os nimeros complexos], evita-se o tipo de
deficiéncia (1) acima.

Se K = (C = os numeros complexos, e a dim (V) =n,

entdao A: — possuira n autovalores, podendo alguns serem
repetidos, isto €, multiplos.

Para o tipo de deficiéncia (11) acima veremos a seguir 3 casos (Casos 1, 2 e 3)




Diagonalizacao

Caso 1 — A possui n autovalores distintos

O(A)={ A, A, ... A} formam uma base de

é a representacao de A

N
A = nesta base e
A -1
A=M "AM
onde:

M = [ Vi ‘ vV, ‘ e ‘ Vn] € uma matriz de autovetores.




Diagonalizacao

Exemplo 1:

polindmio caracteristico de A:

A= [y 5 A = et (L= A) =N+ 1

= Autovalores )\1 :j,
de A )\2 = —j

autovetores associados

Av=Av => v = llij]

Av=Av => v,= lli-j]




Diagonalizacao

Exemplo 1: (continuacao)

logo,

A [}61 7»2] [0 —J]

é a representacao de A na base { \4 ‘ Vs },

AN

e A=M'AM

onde M:[VI‘VQ].

Vi Vo
' 4 A N\ r A B )
1 1




Diagonalizacao

Exemplo 1: (continuacao)

Escolhendo-se agora

A= %le] [ 0 ']

que é a representacao de A na base { vV, ‘ Vq } ,

e M=[V2‘V1],ouseja:

Vo Vi
—HA— —HA—

1 1
M:[1+i 1—4]

entao, novamente:

AN L\ /s .
A — M—l AM i Vimos neste exemplo que a rEl\atrlz JAN

 possui duas diagonalizacées A possiveis.




Diagonalizacao

Exemplo 2:
polinémio caracteristico de A:
0 _1 AN) =det (A-IT=A)=A2 +3)\ +2
[ =\ + D\ +2)

— Autovalores )\1 =-1,
de A )\2 = —2

autovetores associados:

Av=Av = v, = llll

Av=Av = v,= [12]




Diagonalizacao

Exemplo 2: (continuacao)

logo,
\ A O ] [ 1 0 ]
A = =
[ 0 Ay 0 -2
é a representacao de A na base { Vi ‘ Vs },

e A =M'AM

onde M = [Vl ‘ \ |, ou seja:

U
1 1
M:[1 2]




Diagonalizacao

Exemplo 2: (continuacao)
Escolhendo-se agora

K
0 M

|

que é a representacao de A na base { Vs ‘ vy } ,

e M=[V2‘V1],ouseja:

Vo, Vg
A
11
M={ 5 ]
entao, novamente:
A = M'AM

Novamente neste exemplo a matriz A
possu1 duas diagonalizacoes A possiveis.




Diagonalizacao

Caso 2 —
A possui autovalores multiplos com autovetores associados suficientes.

Este é o caso que para cada autovalor A\ de multiplicidade n, podemos
encontrar n, autovetores associados L.!.

Mostra-se que a condicao para que isto ocorra é:

p(A=AI)=n-n, (3.1)

' condicao do rank para
. autovetores associados |_.|.




Diagonalizacao

Caso 2 (continuacao)
A possui autovalores multiplos com autovetores associados suficientes.

Neste caso € possivel formar uma base de V,

B={v, V..,V },

com autovetores de A.

A
A = matriz diagonal onde cada autovalor A aparece n, vezes

N\
A é a representacao
de A na base [3

Se M=[v,|v,|...|Vv,] entio = A:M_IAM




Diagonalizacao

Exemplo 3:

polindmio caracteristico de A:

A= AQ) = det (\-I=A) = (A = 12\ = 2)

= Autovalores { 7\1 = 7\2 =1,

de A Ay =2
1- 0
AV:}\IV — VvV, = O e V,= 1 Note que
0 0 { vy v, }saolL.l

Isto foi possivel porque:

p(AA=AD =1, e N A satisfaz a condicao (3.1)
g - do rank para autovetores
) - associados L.|.

n-n, =1




Diagonalizacao

Exemplo 3: (continuacao)
Calculando-se o terceiro autovetor, Vv,

1
Av=Av = Vy = 0
L1
A _ é a representacao de A na
base B={ v, v,, v5 },
Vi Vo V3
e neste caso: A A A
1 0

g:M_lAM onde M:[V1|V2|V3]:




Diagonalizacao

Exemplo 3: (continuacao)

N\
Haveria outras diagonalizacdes A possiveis para a matriz A deste exemplo
(nao apenas duas como nos Exemplo 1 e 2).

Por exemplo:

A é a representacao de A na
— base B={ v, v5, v, },
e neste caso: vV,

N

P

1
A=M'AM onde M=[v,|vy]v,] = U
0




Diagonalizacao

Caso 3 — A possui autovalores multiplos sem autovetores associados suficientes.

Este é o caso de A possuir um (ou mais) autovalor(es) A com multiplicidade n,
com apenas I' autovetores L.|. associados (1 < n, ).

ou seja,

________________________________________________________________________

________________________________________________________________________

na verdade, nestes casos que a eq. (3.1) falha, o que ocorre
é ‘>’ em vez de ‘=":

p(A=AI) > n—n, (3.2)

Neste caso veremos que A nao pode ser diagonalizado,
mas pode ser posto na forma canonica de Jordan.

Camille Jordan,
1838-1922




Diagonalizacao

Exemplo 4: L .
polindmio caracteristico de A:

AN)=det (A-T-A)=(A-1)*(A-2)
A=

autovalores de A:
AN =A=1, A, =2

1
() et Sl =S
0

U882

———————————————————————————————————————————————

p(A -A-I) =2 # (n- n)\) ‘ A nao satisfaz a condicao
- (3.1) do rank para
- autovetores associados L .|.

m) dimker (A—A;-D) =1

somente um autovetor |.|. este autovetorlpode 1
: ser, por exemplo _
associado a > P P vi=|0

Para A\, é facil calcular o

Via= 13 Voltaremos a este

autovetor associado } :
Exemplo 4 mais adiante.




Diagonalizacao

Caso 3: (continuacao)
Nos casos em que a matriz A nao é diagonalizavel, a forma candnica de Jordan A

& muito proxima da forma diagonal. Nos casos em que a matriz A é diagonalizavel,
V4 ° A V4 7 . °
a forma canonica de Jordan A é a propria forma diagonal.

Um bloco de Jordan € uma matriz cujos seus elementos sao zeros exceto na sua
diagonal principal, que é toda igual a A e na diagonal superior que é toda igual a 1.

Veremos mais adiante que: A.. = bloco da j&im cadeia do autovalor A

nxn

N\
A matriz A, a forma canonica de Jordan de A
3x3 é composta destes blocos de Jordan




Diagonalizacao

Resumindo:

Caso 1 — A possui n autovalores distintos.
A

—> A= matriz diagonal

Caso 2 — A possui autovalores multiplos com autovetores associados
suficientes.

AN
—> A = matriz diagonal

Caso 3 — A possui autovalores multiplos sem autovetores associados
suficientes.

— A = Forma Canonica de Jordan




Diagonalizacao

Forma Canonica de Jordan




Diagonalizacao

Definicao — v é autovetor generalizado de ordem K associado a A se

(A=ADkv=0 e (A=AN-D<tv £0 (3.3)
Nota: Se k = 1, v é simplesmente um autovetor associado a

Se V é um autovetor generalizado de ordem K, entdo podemos definir uma cadeia

de autovetores generalizados
LVisVa, oo, Vi }

onde cada V; tem ordem 1

v.=(A=A-Dy

ou s€eja, vV, =V
Vi, =(A-ADv=(A-ADv,

\' :(A— 'I)2V:(A— ‘I)V_i
, . L (3.4
Nota: v, € um

‘autovetor simples’

associado a A, = v, = (A= ADFTv=(A=AD v,
1sto e, um autovetor y
que ndo é multiplo.




Diagonalizacao

Teorema 1 — Uma cadeia de autovetores generalizados, conforme definido na
eq. (3.4), é L.I.

Teorema 2 — Autovetores generalizados associados a autovalores diferentes sao ..

Teorema 3 — Autovalores A de multiplicidade N, tem um total de N, autovetores
generalizados L.|., incluindo os autovetores simples.

Corolario: Sempre é possivel obter uma base V com autovetores generalizados.

O nUmero de cadeias de autovetores generalizados .|. associados a um autovalor A
de A é dado por

_________________________________________________________

_________________________________________________________




Diagonalizacao

Exemplo 4: (continuacao)
E facil verificar que

0 é um autovetor generalizado de ordem 2 associadoa A, = 1, uma
v =11 vez que satisfaz a condicao (3.3)
0. A-A-I)*v=0 e (A=A -Dv#0

__________________________________________________________________________________________________________________________________

Obs 1: Outra escolha possivel de autovetor generalizado de ordem 2 associado ao
autovalor A, =1¢é v=[1 1 0]".

__________________________________________________________________________________________________________________________________

__________________________________________________________________________________________________________________________________

' Obs 2: Nao é possivel escolher v=[1 0 0]" para autovetor generalizado pois
embora satisfaca a primeira condicao de (3.3): (A — A, 1)’> v =0, este v nao
satisfaz a segunda condicao de (3.3): (A—A;-I) v# O

___________________________________________________________________________________________________________________________________

Agora, usando (3.4), define-se v,=v e v,=(A-A-I)v, entaio{ v,, Vv, } é
uma cadeia de autovetores generalizados L.|.

Além disso, B ={ v,, v,, V5 } é uma base de




Diagonalizacao

Exemplo 4: (continuacao)
onde v, é o autovetor associado a )., = 2 ja foi calculado no inicio deste Exemplo 4
V= |3

1.

As representacoes de

em relacéo a esta base [3 sao

o
0], Ay e 0
0.




Diagonalizacao

Exemplo 4: (continuacao)

e portanto,
. _7\‘1 1 i 0 ) istoé,comor; = 1 e A, = 2
A= | - -
_Q____Qfl___:__p_ 1 1 0
0 0 ' A |
. A=0 1.0
é a representacdo de A na base [3 0 0 i .

Pode-se também verificar que:

N\ _
A=M"'AM
ondke M=[V,|V,|Vv;] = matrizmudanca de base.

(ainda voltaremos mais uma vez a este Exemplo 4 para
utilizar o algoritmo para forma canonica de Jordan)




Diagonalizacao

AN
Observe que A encontrado neste exemplo esta na forma canénica de Jordan, cujo
formato geral é algo assim:




Diagonalizacao

Exemplo 5:

s
—

(amma
S

|

Ax(t) + bu(t)

c x(t)

<

~
—

N~
|

onde

Reescrever o sistema com a matriz A na forma canénica de Jordan, A




Diagonalizacao

Exemplo 5: (continuacao)

polinémio caracteristico de A:
AN) =det (A-I-A) =(A =2)°
r

= 2, com multiplicidade 3 (n, =3)
autovalores de A <

=0, com multiplicidade 1 (n, =1)

—> caso 3

A seguir vamos calcular a funcdo de transferéncia Y (s)/U(s) do sistema.




Exemplo 5: (continuacao)

(s:T—A)!

Diagonalizacao

(s —2)°

TS )
(S

1
(s —2)

(s* —3s+12)

(s —2)°s




Diagonalizacao

Exemplo 5: (continuacao)

Logo a funcdo de transferéncia Y (s)/U(s) do sistema é

Y (s) R P (2s —3s-3l-12) o
U(s) (s—2)’s

(52 NS MERER2)

s
BRI} NE 2 )

e agora, definindo novas varidveis de estado X(s), X,(s), X5(s) e X,(s) da
seguinte forma (extraidas/baseadas nas fracoes acima):




Diagonalizacao

Exemplo 5: (continuacao)

e podemos entao escrever

r

i sX,(s) = U(s)

(s =2) X5(8) = X5(8)

(s —2) X;5(s) = X4(s)

. (s —2) X,(s) =U(s)

.

e logo obtemos




Diagonalizacao

Exemplo 5: (continuacao)

i s X (s) = + U(s)
sX5(8) = +2X,(s)+ X5(5)
= $X,(s) = F 2X,(s) + X, (s) —
S X,(8) = + 2 X,(s) + U(s)

Note que:

N
A esta na forma
canonica de Jordan

-15 7 -1 15




Diagonalizacao

Exemplo 5: (continuacao)

ou seja,
0. 0 0 O]
A: 0 2 1 0
0 0 2 1
0.0 0 2_

Este exemplo mostra que através de uma escolha apropriada da varidvel de estado
podemos desenvolver a equacdo de estado de forma a obté-las na forma canonica

de Jordan.




Diagonalizacao

Exemplo 5: (continuacao)

Alternativamente, escolhendo-se a variavel de estado com as suas componentes
definidas numa ordem diferente, vamos obter, por exemplo:

Se escolhermos a variavel de estado:
X=[x%,,X3, X4, X{ ]

entao obtemos:

A
A

O O O O

SO O
O O N -
O'N = O

N
Este A também esta na forma candnica de Jordan.




Diagonalizacao

Algoritmo para calcular A,
a forma canonica de Jordan de A




Diagonalizacao

N\
Procedimento para o calculo de A, a forma candnica de Jordan, para A:V —

1. Achar todos os autovalores A, \,, ..., A, e suas multiplicidades n,, n,, ..., n_

2. Calcular n,, autovetor generalizado L.I. associado a A,

Nota: O nimero de cadeias de autovetores generalizados L.|. associados a A é
dado por eq. (3.5), ou seja,

n,=n-pA=AI

2a). Para achar a 12 cadeia por exemplo, calcule (A — )\11)i parai=1, 2, ...,
até p(A=\D¥=p(A-\ D
k = nimero de autovetores generalizados na maior cadeia.

Ache um autovetor generalizado vV de ordem K.

A cadeia tera kK autovetores generalizados associados a )\1, ou seja,
{V{, V5, -, V. } definidos por (3.4) com A = A,.

2b). Se k = n, siga para o passo 3.
Nota: Isso ocorrera quando n_,, = 1.




Diagonalizacao

2c). Se k < n, segue-se calculando a 2?, 37, ..., até n.4 cadeias de autovetores

generalizados L.|. associados a A .
Cada uma dessas cadeias tera

um numero de autovetores generalizados < K.
Por exemplo: para achar a 22 cadeia, tenta-se calcular um autovetor

generalizado de ordem k L.I. com a 1?2 cadeia.

Se nao for possivel, tenta-se um de ordem (k—1), e assim por diante.
Uma vez achado este autovetor generalizado gera-se a 22 cadeia de forma
semelhante a acima.

3. Repita o passo 2 para os autovalores \,, A\, ..., A .
Dessa forma obter-se-a um total de n autovetores generalizados L.|.
{V{, V,, ..., V. } onde n, deles sao autovetores associados a A |,

n, deles sdo associados a A\, etc.

Defina [3 = conjunto desses N autovetores generalizados
B={v, vy .. Vv, } = basede
M = matriz formada por estes n autovetores generalizados
M=[v,|vy|...|v,] (3.7)




Diagonalizacao

N
4. A teré blocos na diagonal e zeros no resto.

Cada cadeia de autovetores generalizados gera um bloco de ordem igual ao
numero de autovetores generalizados na cadeia.

onde

A "
Aij = bloco da J&5IMa

cadeia do autovalor A A




Diagonalizacao

Observacoes sobre a ‘forma canonica de Jordan’:

» A forma candnica de Jordan é Unica, a menos de
uma possivel troca de blocos;

N\
> Aéa representacao de A na base B;

» M é a matriz mudanca de base; e

> A satisfaz A =M I'AM




Diagonalizacao

Exemplo 4: (continuacao)

Voltamos a este exemplo para refazé-lo utilizando agora o algoritmo para calcular
a forma canonica de Jordan

Polindmio caracteristico de A: autovalores de A:

AN =det(M-I=-A)=(\=1)* (A =2) AN=A=1, A =2

* Usando eq. (3.1), o nUmero de cadeias de autovetores generalizados |.|. associados
aAN=1én_=n-p(A=A,1) =1 = apenas 1 cadeia (como seria de esperar)

P(A-1.1)=2, p(A-1-D*=1, p(A-1-D’=1 = k=2

* Logo, esta primeira e Unica cadeia de autovetores generalizados L.|. associados a
)\1 =] tera 2 autovetores generalizados (como seria de se esperar).

« E facil de verificar que v=[1 1 0]' é um autovetor generalizado de ordem 2.
Define-se entao v, = V.

* Calcula-se agora, usando (3.4) = v, =(A-1-)v,=[1 0 01! que é
simplesmente um autovetor associado a \ = 1.




Diagonalizacao

Exemplo 4: (continuacao)
* Portanto, { v, | V, } é a 1? e Unica cadeia de autovetores generalizados L.I.
associados a A =1.

* Neste ponto verifica-se que como K = e N 4= 1 nao ha mais autovetores gene-
ralizados associados a }\1 = | para se calcular e ndo ha mais cadeias para se achar.

* Agora, facilmente achamos que v; =[5 3 1]T € um autovetor associado a 7\3 = 2.

Logo,

Vi V¥V

—~A—
1
1
0

M=[v|v,]|vs]=

—A—
1
0
0

obtendo-se




Diagonalizacao

Exemplo 4: (continuacao)
Se entretanto tivéssemos escolhido
V3 ViV,

5 |
1
0

M=[vs|v, |v,]=

1
0
0




Diagonalizacao

Exemplo 6:

polindmio caracteristico de A: A(\) = (A = 2)3

=2, com multiplicidade 5 (n; = 5)

autovalores de A
=0, com multiplicidade 1 (n,=1)

* Observe que, pela eq. (3.5), =n—p(A=-21) = 6 -4 = 2 cadeias
de autovetores generalizados associados a )\1 = 2.




Diagonalizacao

Exemplo 6: (continuacao)

* Agora calcula-se
P(A-2D=4, pA-2D*=2, pA-2D’=1, pA-2D*=1

temos uma cadeia com 3 autovetores generalizados
associados a A, = 2.

= k=3 =

* A primeira cadeia de autovetores generalizados L.|. associados a A, = 2 tera 3
autovetores generalizados.

« £ facil de verificarque v=[0 0 1 0 O 0]' é um autovetor generalizado de

ordem 3.

* Define-se V5=V, e usando (3.4)
v,=(A=2Dv=[1 -1 00 0 0]" e
vi=(A=-2-)>v=[22 0 0 0 0]".

Portanto, { v, | v, | V5 } é a 1% cadeia.




Diagonalizacao

Exemplo 6: (continuacao)

* Neste ponto verifica-se que k=3 < 5= n,. Portanto, de facto havera uma outra
cadeia de autovetores generalizados associados a A\ | = 2.

 Portanto, a 2% e Gltima cadeia de autovetores generalizados associados a )\1 =
tera 2 autovetores generalizados L.|. totalizando 5 autovetores generalizados

associados a A | = 2.

 Sendo assim, € necessario achar um autovetor generalizado, L..|. com os
anteriores, de ordem 2.

« E facil de verificar que vV’=[0 O 1 —1 1 1]" é tal autovetor generalizado.

* Logo, define-se vs=V’, e
v,=(A=-2Dv'=[0 02 =20 0]".

Portanto, { v, | vs } é a2? cadeia.




Diagonalizacao

Exemplo 6: (continuacao)

* Para o autovalor )\2 = (), qualquer elemento # 0 do nlcleo de A serd um
autovetor de A,. Por exemplo, w=1[0 0 0 O 1 ~17%

* Logo, agora define-se v, = w. Portanto, { v, } € a 1* e Unica cadeia de
autovetores de \, =

Observe que

B={V1»V27V3aV4aV57V6}

€ uma base de V,

M=[v|vy|vs|vy|vs|vg]

N
€ a matriz mudanca de base e Aéa representacao de A na base [3




Diagonalizacao

Exemplo 6: (continuacao)

Ou seja, a forma canénica de Jordan para A é dada por

onde,

A= M 'AM
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