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2 — Algebra Linear (revisdo/sinopse)

Neste capitulo vamos apenas citar os principais ‘topicos’ de ‘Algebra Linear’
que sao necessarios serem revistos para o acompanhamento desta disciplina.

Espacos Vetoriais e Transformacoes Lineares

Topicos basicos:

o corpo K ( neste curso somente R ou C )
 espaco vetorial (ou espaco linear) V sobre um corpo K

e subespacos ( de um espaco vetorial, ou espaco linear )

e combinacao linear
e dependéncia e independéncia linear ( L.D. e L.I.)
 transformacoes, operadores e funcionais lineares

« polinomios caracteristico ( de matrizes ou de operadores )

« autovalores e autovetores ( de matrizes ou de operadores )

e determinantes
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e corpo K (‘field’ ou ‘scalar field’)

- um corpo K possui as operacoes (‘“+’) e multiplicacao (‘+’)
v na se k, e k,[IK, entdo (k,+ k,) LUK e
v na multiplicacao se k; e k,[1K, entédo (k,* k)UK

- os elementos de um corpo K sdo chamados de escalares (‘scalars’)

- se kUK, ek #0, entdao (k10K : k! = dek,i.e., kk!=

- se kUK, Lk’0OK :k’ = simétricode k, i.e., k =—-k” ou k+k’ =0
- 0 menor corpo que existe € o conjunto /,={ 0,1}, em que 1+1=0

- outros exemplos de corpo sao () (racionais), R (reais) e C (complexos)

- as fracoes do tipo (k,/k,), k, # 0, € outro exemplo de corpo

- neste curso o corpo K sera apenas R (reais) ou C (complexos)
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espacos vetoriais V (vector space) sobre um corpo K

- um espaco vetorial as vezes tambem é chamado de espaco linear

- um espaco vetorial V possui as operacoes ° ’ (‘4+7) e ‘multiplicacao por
escalar’ (‘-7)
v na se X e yLIV, entdo (x+y)JV e

v na multiplicacao por escalar se kLIK e x[1V, entdo (k-x)L]

- exemplos de espaco vetorial V sao:

R (reais), R?, R", C (complexos), C"

- as matrizes quadradas nxn tambem sao exemplos de espacos vetoriais

- 0s polinomios de grau n também sao um exemplo de espaco vetorial

- as operacoes (‘+’) e multiplicacao por escalar (‘) satisfazem as
propriedades de ‘associatividade’ e de ‘comutatividade’:
o (x+y)+z = x+(y+2); k- (kyx) =Kk ky) x; (X+y)=(y+x); e
o (k;+ky)x =k, x+k,.x, para x,y,zOV e k;, k,[OJK
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Qutros topicos:

« dependéncia linear ( L.D.) e independéncia linear ( L.I.)

e dimensao de um espaco vetorial (ou espaco linear) [ dim (V) ]
Nota: pode haver espacos de dimensao infinita (e.g., ‘espacos de funcées’)

base [3 de um espaco vetorial (ou espaco linear)

Teorema 1

Seja V um espaco vetorial (ou espaco linear) de dimensao 1, entao:

1) Qualquer conjunto L.l. com n elementos de V é uma base de
11) Qualquer conjunto com mais de n elementos de V e L.D.

iii) Todas as bases de V tém n elementos.
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« coordenadas de um vetor v[JV em relacdo a uma base [3:

[V]B = vetor cuja as componentes sao as coordenadas de v na base de B

Teorema 2

Seja V um espaco vetorial, dim (V) =n, [3 e 3’ duas bases de V e VLIV,
entao:

[vlg = M- V]

onde M = matriz mudanca de base, formada da seguinte maneira:

as colunas de M sao os vetores da base [3’ na base [3.
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e Transformacao linear T: V — V' propriedades: ' Uma transformacao !

Tv,+vy)=Tv,+ Tv, e T(kv)=kTv “nea.r T'e uma
-matriz T que a re-

presenta séo trata-
" das de igual forma.

e Dominio, Contradominio, Imagem e Nicleo de T: V -
o Dominiode T = ZJ(T) = V;
o Contradominiode T =V’;
o lmagemde T =/m(T) = {v' UV : existe vLIV, Tv =V’ };
o Nicleo de T (ou kernel de T) = NV(T) =ker(T) = {vOOV : Tv=0}.

Teorema 3

O nucleo e a imagem de uma transformacao linear sao espacos vetoriais.

e rank de T (‘caracteristica’ ou ‘posto’ de T):
rank (T) = p(T) = dim (Im (T));
e nullity de T = dim (AV(T)).




2 — Algebra Linear (revisdo/sinopse)

Teorema 4
Seja T: V — V' uma transformacao linear,
dim (V) =n, dim(V’) =n’,
B=A{v, Vs ..., v.} e B={v,, v, ..., V. }, entdo:
1) T € univocamente determinada pelos n vetoresy, =T v.,1=1,2, ..., n.

ii) T pode ser univocamente determinada em relacdo as bases [3 e 3’ pela
matrizn’xn [T]P g Cujas colunas sao [Yi]B’ ,1=1,2,...,n.

Teorema 5

p(T) =rank(T) =
= n° maximo de vetores linha (ou vetores coluna) L.I. de [T]P B
quaisquer que sejam as bases 3 and [3’ escolhidas.

e uma transformacao linear T: V — V tem ‘rank maximo’ (‘full rank’) se
rank (T)) = o maximo possivel para a matriz que representa T
= 0 menor destes 2 niUmeros: n° linhas ou n° colunas de T.
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DeflmgéO ................................................

. . . ' funcionais lineares f

o funcional linear f:V — K, i.e., quando V' = K i~ a
' sdo representados por

= . matrizes linhas f. '

Teorema 6 _operadores lineares T

sdo representados por
’ 1 - matrizes quadradas T. .
[T]B 3 =S \V/ I [T]BB - M L A |

o operador linear T:V - V, i.e., quando

T:V - V, operador linear, entao

onde M é a matriz de mudanca de base, de [3 para 3’ (definida acima).
- operador identidade: I: V - V, Iv=v
 operadores inversiveis: T: V — V, é inversivel se existe T

(transformacao inversa) tal que TT!1=1=T"!-T

Transformacoes similares:
T.V - V ésimilaraS: V -

se existe M: V — V inversivel tal que S = M1.T-M
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Teorema 7

As matrizes que representam um operador linear em bases diferentes sao
similares.

Teorema 8

[TPF 5 = [T1% - [PIP ¢

Teorema 9
Seja T: V - V uma transformacao linear, entao:

dim (V) = rank(T) + dim (ker(T))

e injecdo: T éinjetorase Tv,=Tv, = v,=v,

e sobrejecao: T:V - é sobrejetora se qualquer v'[1 V’,
existe vl Vtalque Tv=vV

e bijecao: T é bijetora se T é injetora e sobrejetora.
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Teorema 10
T é injetora se e somente se ker(T) = {0}

o determinante de uma matriz T: det(T)

Teorema 11
det (TP) = det(T) - det (P);

det(I) =1;

Se T é inversivel, det (T—1) = 1/det(T);
Se T nao é inversivel, det (T) =0;

Se T tem rank maximo, det (T) # 0;

Se T e S sao similares, det (T) = det (S).
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o polinémio caracteristico /A(A\) de um operador T (ou de uma matriz T):

A\) = det (T—=Al) = det \[="T)

e autovalores e autovetores de um operador T (ou de uma matriz T):
Seja T: V - V, AUK, vOOV, v#0

Se Tv = Av, entdo A é autovalor e v é autovetor (associado a A)

e espectrode T: O(T) = conjunto de autovalores de T

Teorema 12
Seja T: V — V um operador linear, entao as 3 afirmacoes abaixo sao equivalentes:

i) A J o(T), isto é, A é um autovalor de T;

i1) (T — Al) néao é inversivel;

i11) A(A) =0, isto é, A é uma raiz do polinémio caracteristico A(M).
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Teorema 13
Dois operadores similares possuem o mesmo polinomio caracteristico.

e Multiplicidade de um autovalor:
é a sua multiplicidade como raiz de A(M).

« operador diagonalizavel:
Se existe um operador similar que é representado por um matriz diagonal

Teorema 14
Autovalores distintos possuem autovetores associados L.I.
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