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Estabilidade

O sistema e estavel se a resposta a
entrada impulso — 0 quandot —

Ou seja, se a saida do sistema satisfaz
limy(0) |, , =0

quando a entrada r(t) = impulso




Estabilidade

Equivalentemente, pode ser dada uma outra definicao:

O sistema é estavel se toda a entrada limitada tem uma
resposta limitada

Por causa desta definicao, sistemas estaveis sao comummente
chamados de BIBO-estavel

(BIBO = bounded input-bounded output)




Estabilidade

Um sistema e estavel se, e somente se, ele tem todos os seus
polos com parte real negativa

Isto €, um sistema é
estavel se ele tem todos
os seus polos localizados

no semiplano da
esquerda (SPE)




Estabilidade

Logo, a estabilidade de sistemas pode ser determinada pela
localizacdo dos polos do sistema no plano complexo

E necessario que TODOS os polos do sistema estejam no SPE
para que ele seja um sistema estavel.

Um polo que nao esteja no SPE arruina a estabilidade
tornando-o um sistema instavel.




Estabilidade

Exemplo 1:
Considere o sistema de 12 ordem

9
X =ax+1u

y=Xx

cuja funcdo de transferéncia € dada por:

O unico polo deste sistema esta localizado em
S=a

que pode estar no SPE (semiplano da esquerda), no eixo imagindrio ou
no SPD (semiplano da direita), dependendo do valor de a

(a<0, a=0 ou a>0, respetivamente)
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Exemplo 1 (continuacao):
logo,
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Exemplo 1 (continuacao):

Caso a < (), sistema é estavel

resposta ao impulso unitario resposta ao degrau unitdrio
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Exemplo 1 (continuacao):

Caso a = (), sistema nao é estavel nem instavel

resposta ao impulso unitario resposta ao degrau unitdrio
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Exemplo 1 (continuacao):

Caso a > (), sistema é instavel.

resposta ao impulso unitario resposta ao degrau unitario
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Exemplo 1 (continuacao):
resumindo,
a <0

indiferente

instavel
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Exemplo 2:
Considere o sistema de 22 ordem cuja funcao de transferéncia e
dada por
este sistema possui um Plano

par de polos complexos — EelelnIsItde
com parte real positiva | .

= 1 i_] 1,732 eixo real

eiXx0 imaginano

polos no iy
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b yit)=14eficos 1,732¢~ 0,577 sen 1,732 1),

sistema instavel

resposta a entrada degrau unitdrio
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Exemplo 3:
Considere o sistema de 22 ordem cuja funcao de transferéncia é

dada por N (5) 4

U(s) s’ +2s+4

Plano
complexo

este sistema possui um
par de polos complexos
com parte real negativa

eixo real ~

s=-1+i-1,732

polos no Bigs
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e (cos 1,732¢4 0,577 senn 1,732°1 ),

resposta a entrada degrau unitdrio
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Resumindo: a estabilidade de sistemas depende apenas da localizacao
dos seus polos, pois eles devem estar todos situados no SPE para que o
sistema seja estavel.

Logo, a estabilidade nao depende da funcdo de transferéncia toda,
mas apenas do seu denominador, 0

polindémio caracteristico p(s) do sistema
que nos da os polos do sistema.

Se pensarmos na equacdo de estado

X =AX + Bu
y =Cx + Du

a estabilidade nao depende de B, C ou D, mas apenas da matriz A
que nos da o polindmio caracteristico e os polos do sistema.
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Critério de Routh-Hurwitz para estabilidade

Routh, ainda no século XIX, numa época que
ainda nao havia luz elétrica, maquina de 4
calcular ou computador, criou um metodo
matematico para determinar o numero de
polos de um sistema localizados no SPD sem
ter que calcular os proprios polos

Dessa forma facilitou a determinacao

da estabilidade de um sistema Edvard John Routh

(canadiano, 1831-1907)

Hurwitz é outro matematico
importante nesta area de Controlo
e Sistemas dindmicos
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Hurwitz desenvolveu em 1895 o que hoje é
chamado de

“Criterio de Routh-Hurwitz para
estabilidade”

para se determinar se um sistema € estavel

Hoje é reconhecido que Hurwitz fez isso
independentemente de Routh o qual tinha
desenvolvido o criterio antes mas por um A
método diferente Adélf HurwWitz &
(alemao, 1859-1919)

O critéerio de Routh-Hurwitz é construido a
partir do polinomio caracteristico do sistema
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Tabela de Routh-Hurwitz

polinomio
caracteristico p(s)




Estabilidade

se o polinomio caracteristico
p(s) € impar, o ultimo
elemento fica na 2? linha




Estabilidade

se 0 polinomio caracteristico
p(s) é par, o ultimo elemento
fica na 1° linha, e coloca-se
um ‘0’ (zero) na 2° linha




Estabilidade

apos o preenchimento inicial
calcula-se as demais linhas como
sera indicado mais abaixo
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depois de completa a
Tabela Routh-Hurwitz

tera (n+1) linhas




Estabilidade

As linhas vao

ficando cada vez

ate as 2

ultimas linhas que tém
apenas um elemento
em cada uma




Estabilidade

a primeira coluna (onde estao os

coeficientes a, e a;) é chamada
de ‘coluna pivo’
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Os elementos seguintes da ‘coluna
pivé’ serao: b, ¢, d,, e,
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Os elementos da ‘coluna pivo’
sao chamados de ‘pivos’
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observe que no calculo dos elementos desta linha ha uma
divisdo por a,, o elemento pivo da linha anterior
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observe que no calculo dos elementos desta linha ha uma
divis@o por b1 , 0 elemento pivo da linha anterior




Estabilidade

Desta forma calcula-se também os elementos das demais linhas e
colunas e a Tabela de Routh-Hurwitz fica completa.

Note que, como ja foi dito, as linhas da Tabela de Routh-Hurwitz vao
ficando mais curtas a medida que ha cada vez menos elementos a
serem calculados nas ultimas posicoes de cada linha

Observacao: a Tabela de Routh-Hurwitz foi construida supondo que
o coeficiente a_ do polinomio caracteristico p(s) é positivo,

a,> 0
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Se o coeficiente a_ for negativo,
a, <0

entdo pode-se redefinir p(s) com todos os coeficientes do polinomio
com os sinais trocados.

Desta forma obtém-se a_, > 0.

Isto ocorre devido ao facto, como € bem conhecido, que as raizes de
um polinomio nao se alteram quando todos os seus coeficientes sao

multiplicados por —1 (ou por qualquer outro valor constante # 0).
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Para simplificar os calculos, se desejar, pode-se multiplicar (ou
dividir) todos os elementos de uma linha qualquer da Tabela de
Routh-Hurwitz por um numero positivo.

Isso nao ira alterar os resultados a serem obtidos da
Tabela de Routh-Hurwitz

A Tabela de Routh-Hurwitz permite descobrir quantos polos
estao localizados no SPD.

O numero de trocas de sinal na coluna pivo da
Tabela de Routh-Hurwitz € igual ao numero de
polos no SPD.
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O numero de trocas de sinal
na coluna pivo € igual ao
numero de polos no SPD
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A determinacao do numero de polos no SPD pode ser util mas
entretanto nao nos da um diagnostico para a estabilidade do

sistema de imediato

Isso porque um sistema para ser estavel tem que possuir todos os
seus polos no SPE e, mesmo que o numero de troca de sinais da
coluna pivo seja zero, isso apenas significa que terao ‘zero polos’
no SPD, o que nao garante estabilidade ainda, pois podera haver

algum polo no eixo imagindrio

No entanto, polos no eixo imagindrio vao refletir em zeros na
coluna pivo. Isso permite escrever o seguinte resultado:

O sistema possui todos os polos no SPE se, e
somente se, todos os coeficientes da coluna pivo
da Tabela de Routh-Hurwitz sao positivos.
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O sistema possui todos os seus
polos no quando todos 0s

elementos da coluna pivo sao

positivos
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Exemplo 4:
Considerando agora o polinomio caracteristico do 4° grau abaixo

Construindo-se a Tabela de Routh-Hurwitz obtéem-se

p(s) =s*+2s°+35°+45+5

s4| 1 5
s | 2 4 0
i
> 1 2 trocas de sinal

g1 6 (de elementos da
- coluna pivo) R
Este polinomio

0 i
5 5 caracteristico

: - , tem 2 polos no
Logo, o sistema nao e estavel. SPD.
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Exemplo 4 (continuacao):
Aqui poderia, por exemplo, para simplificar os calculos, dividir a
22 linha (i.e., a linha s?) por 2
Isto nao altera os resultados

p(s) =s*+2s°+35°+45+5

Y 3 5
3| 1 2 0 <— 22linha=+2
52 5
s'| -3 E chegamos a
0 mesma conclusao:
5 S 2 trocas de sinal

(de elementos da
coluna pivo)
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Exemplo 5:

Encontrar os valores de K para os quais o sistema
de malha fechada abaixo € estavel

Controlador P

y

RIS 4ot | 1
%f—’m_’ﬁ+232+23+2

Construindo-se a funcdo de transferéncia de malha fechada
(FTMF), obtemos .
Y(s) Ks

R(s) s%+2s5%+4+252+25+K
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Exemplo 5 (continuacao):

Logo, o polinomio caracteristico do sistema de malha fechada é
dado abaixo

A Tabela de Routh-Hurwitz para este polinomio é:

o K sistema é
s'| (2-2K) >0 wessp K < | ) estavel para
ol ® S0 - () <K<1
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Exemplo 6:

Encontrar os valores de K para os quais o sistema
de malha fechada abaixo € estavel

Controlador |

Iy
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Exemplo 6 (continuacao):

logo, a Tabela de Routh-Hurwitz para este polinomio é:

~ &~ O

4

(4-K/2) >0 mump K<8
K >0

. ‘

sistema é
estavel para

O0<K<KS
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Exemplo 7:
Considere agora o polinomio caracteristico p(s) do 3° grau abaixo

Construindo-se a Tabela de Routh-Hurwitz obtéem-se

n(s) = s* 4354 543

1 1
logo, todos os
s? 3 3 elementos da
coluna pivo sao
s 0 Oe>0 positivos, ou seja
0 3 O (zero) raizes no SPD

Na verdade aquele ‘zero’ na coluna pivo indica simetria de 2
polos e estes so podem estar no eixo imagindrio
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Exemplo 7:
Considere agora o polinomio caracteristico p(s) do 3° grau abaixo

Construindo-se a Tabela de Routh-Hurwitz obtéem-se

n(s) = s* 4354 543

1 1
logo, todos os
s? 3 3 elementos da
coluna pivo sao
s 0 Oe>0 positivos, ou seja
0 3 O (zero) raizes no SPD

Logo, o sistema nao € instavel mas também nao possui todos os
polos no SPE, o que impede que estabilize.
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Exemplo 8:
Considere agora o polinomio caracteristico do 5° grau abaixo

p(s) = s° +65* + 135° + 14s

S 1 13 6

* 6 14 0

g3 39/3 6 logo, nao ha trocas
de sinais na coluna

s* | 340/32 0 pivd, ou seja

, 0 (zero) raizes no SPD
z 6
s 0 < 0 (zero) na coluna pivo

Aquele zero na coluna pivo esta na ultima posicao. (Ele indica
simetria de 1 polo em relacao a origem, isto €, ha um polo = zero)




Estabilidade

Exemplo 8:
Considere agora o polinomio caracteristico do 5° grau abaixo

p(s) = s° +65* + 135° + 14s

S 1 13 6

* 6 14 0

g3 39/3 6 logo, nao ha trocas
de sinais na coluna

s* | 340/32 0 pivd, ou seja

, 0 (zero) raizes no SPD
z 6
s 0 < 0 (zero) na coluna pivo

Logo, o sistema nao € instavel, entretanto apenas 4 dos 5 polos
estao no SPE, pois um esta na origem (s = 0).
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Exemplo 9:
Considere agora o polinomio caracteristico do 5° grau abaixo

s> | 12 —29
s 36 87
S 0 —> { i acieros
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Exemplo 9 (continuacao):
Eliminando a linha de zeros, preenchemos a tabela de Routh-Hurwitz

s> | 12 —29
54 3 36 -7
S3 o . 8- <«—— sailinha de zeros
S3 12 72 ) < entra linha q’(s)
1 troca de sinal
i \
> I3 87 (de elementos da
st | 130 coluna pivo) oo polinomio
caracteristico tem
0 X
> 87 1 polo no SPD.

Logo, o sistema nao é estavel
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estabilidade relativa
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Estabilidade Relativa

As vezes é desejavel que os polos ndo estejam perto do eixo jw
(para ndo termos respostas lentas ou com excessivas oscilacoes).

O que causa a estabilizacao ser mais rdpida ou mais lenta € a

localizacao dos polos ser mais afastada ou mais perto do eixo
imaginario (para esquerda).

Quanto mais afastado para a esquerda estao os polos do sistema,
mais rdpido ele estabiliza.
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Considere estes 2 sistemas:

oolos afastados do Sistema A
eixo imaginario com polos afastados
do eixo imagindrio.

polos préximos do
eixo imaginario

Sistema B
com polos proximos
do eixo imaginario.
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resposta ao degrau . N ,
O sistema A estabiliza mais

Sistema A  leva apenas cerca de rapido que o sistema B pois tem
25 segundos para 0s seus polos mais afastados do
estabilizar eixo imagindrio.

Sistema B
leva 250 segundos
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Ja vimos que um sistema é estavel ou nao se
possui todos os polos no SPE ou nao, respetivamente

Este @ o conceito de “estabilidade absoluta”

Entretanto, acabamos de ver tambem que: um sistema estavel pode
ser mais estavel que outro

Isso depende de quanto mais afastado do eixo imagindrio,
para esquerda, estao localizados os polos deste sistema.

Este @ o conceito de “estabilidade relativa”.

RE{E}

A localizacao dos polos é o que conta
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Desta forma, € possivel que desejamos verificar se um sistema

tenha seus polos a esquerda de uma reta S = —0 no SPE,
e nao apenas no SPE.

Regiao do SPE
a esquerda da
retas = —o
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Para isto faz-se uma translacao
s+ (s—o0)

do polindmio caracteristico p(s)
obtendo-se

Neste exemplo

=

p(s) = p(s —2)

p(s) = p(s — o)

que é o polinomio p(s) deslocado
de o0 para a direita.

p(s) = p(s — o)
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p(s) = p(s — o)
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Uma translacao do polinomio para direita corresponde a

deslocar areta S = — 0 para a direita

ou, equivalentemente,
deslocar o eixo imagindrio para esquerda

raizes de p(s) raizes de p(s) = p(s — o)




Estabilidade

Aplicando-se o critério de estabilidade Routh-Hurwitz ao polinomio
transladado p(s), temos que o nimero de trocas de sinal na coluna
pivo é igual ao numero de raizes de p(s) localizadas a direita da
retas = —o

Ou seja, através de p(s)
extraimos conclusoes

para p(s)

Por exemplo:

Se na tabela Routh-Hurwit
para p(s) nao tiver trocas
de sinal na coluna pivo
(‘zero trocas’), entao

p(s) nao tera polos

(‘zero polos’) a direita da
retas = —o
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Isto €, os polos estarao localizados na regiao assinalada
na figura:

a esquerda da reta s = —o, ou na propria reta.

Como p(s) € uma
translacao de p(s) em
o unidades para
direita, entao

todas as conclusoes
que forem extraidas
para p(s) em relacao
ao eixo imagindrio sao
validas para p(s) em
relacadoaretas = —o
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Exemplo 10:

Verificar se o polinomio caracteristico p(s) dado abaixo tem os

seus polos a esquerda de s = —2.
g d p(s) = s34+ 8s% + 21s+ 20

Vamos verificar se p(s) possui todas as suas raizes no SPE

p(s) = s® + 8s? + 21s + 20

S| 1 21
sz | 8 20 )

zero trocas na
st | 18,5 1 coluna pivo
o [ 20 \

A coluna pivo da tabela de Routh-Hurwitz de p(s) e toda
positiva e portanto este polinomio tem todos os polos no SPE
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Exemplo 10 (continuacao):
Mas sera que os tem a esquerda da reta s = —27

Para isso precisamos calcular o polinomio p(s) fazendo o = 2
p(s) =p(s—2) =(s— 2)° +8(s—2)*+21(s—2) + 20
s3 + 254 + s+ 2

3

11 1

% 2 2

s'| 0 LJe>0 C—— {O(‘Zero’)na
coluna pivo

O 2

nao ha trocas de sinal na coluna pivo
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Exemplo 10 (continuacao):

Isso quer dizer que nao ha raizes de p(s) no SPD e logo,
nao ha raizes de p(s) a direita da reta s = —2

Mas aquele ‘zero’ na segunda linha de baixo para cima (linha s') na
coluna pivo indica que ha 2 raizes de p(s) no eixo imagindrio e
portanto, ha 2 raizes de p(s) em cimadaretas = —2

Ao verificar a localizacao das raizes de p(s) pode-se constatar que:
o de facto nao ha polos a direita da reta s = —2
o ha 1 polo a esquerda daretas = —2 (ems = —4)
e tambem que:
o ha 2 polosem cimadaretas = —2
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Exemplo 10 (continuacao):

As raizes de p(s) sao:
s=—4
S=—21]

Localizacao das raizes do
polinémio p(s) no plano
complexo
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Exemplo 10 (continuacao):

As 2 raizes de p(s) no eixo imagindrio correspondem as 2 raizes de
p(s) naretas = —2

raizes de p(s)
naretas =—o

raizes de p(s) no
eixo imagindrio

Localizacao de 2 raizes dos
polinomios p(s) e p(s)
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Exemplo 11:
Verificar se o polinomio caracteristico p(s) dado abaixo tem os seus
polos a esquerda de s = —1.

p(s) = 2s* + 13s® + 28s% + 235+ 6

Primeiramente vamos verificar se p(s) possuiu todas as suas raizes
localizadas no SPE.

s p) 28 6
53 13 R 0
52 24.46 6

a coluna pivo é toda

g 19.81 0 positiva e portanto este
polinémio p(s) tem

50 6 todos os polos no SPE.
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Exemplo 11 (continuacao):
Entretanto, queremos saber se estao a esquerda daretas = —1
Para isso precisamos calcular o polinomio p(s) fazendo o = 1
p(s) =p(s—1)=2(s—D*+13(s—1)3+28(s—1)?+23(s—1)+6
= 2s* 4+ 553 + 5% — 25

s 2 | 0
s3 5 -2

, ha 1 troca de sinal na
> 95 0 coluna pivo, logo
' —2 ha uma raiz de p(s) no SPD e

0 (“zero’) na portanto

0 )

> 0 <= { coluna pivo
ha uma raiz de p(s) a direita

daretas = —1
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Exemplo 11 (continuacao):

Mas aquele ‘zero’ na ultima linha (linha s°) da coluna pivé indica
que ha 1 raiz de p(s) no eixo imagindrio ( ) e portanto,
ha 1 raiz de p(s) ems = —1

Ao verificar a localizacdo das raizes de p(s) pode-se constatar que:

> de facto ha 1 poloem cimadaretas = —1
e que:
> ha tambem 1 polo a direita daretas = —1 (em s = —0,5),

que obviamente esta no intervalo {—1 < s < 0} pois ja vimos
que p(s) nao tem raizes no SPD
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Exemplo 11 (continuacao):

As raizes de p(s) sao:

s =-—3
S = —2
S |
s =-—0,5

As raizes de p(s) sao:

S = —2
S |
s=10

s =0,5

Localizacao das raizes do polinémio p(s)
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