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Equacdes de Estado

Recapitulando (da parte |):
as equacoes de estado tém a forma (sistemas de ordem 1 )

r

X = AxXx + Bu
<
y = Cx + Du
.
onde:
sendo:

A é uma matriz n x n
p = numero de entradas

B é uma matriz n x p , ,
¢ = numero de saidas

C é uma matriz g x n
1D é uma matriz g x p X—= vetor derivada de x
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x—= vetor derivada de x

Cxq(1) X (1)
Xo(t) Xo(t)
X(t) = | X(t) = ]
Xp-1(t) Xn-1(1)
RAVE - Xp(t)
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No caso de sistemas com
apenas uma entrada u(t),
i.e., p =1, temos que:

ou seja, neste caso
B e um vetor coluna.

No caso de sistemas com
apenas uma saida y(t),
i.e., ¢g=1, temos que:

C=[cy ¢ ... ¢, ]

(' é um vetor linha.

No caso de sistemas com
apenas uma entrada u(t) e
uma saida y(t),

D=[d]

D é uma constante d, (ou
seja, D e uma matriz 1x1).
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Uma matriz A na “forma companheira” tem o seguinte aspeto:

0

J e

Ay, ...,Q a, , sSao 0s coeficientes da

1 “n-1 9

onde a_,
equacdo caracteristica p(s):




Equacdes de Estado

No caso particular, mas bastante comum, de a_ = 1, a matriz A na
“forma companheira” tem o seguinte aspeto:

onde, a;,...,4 a, , sao os coeficientes da equacao

n-1
caracteristica p(s):
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A equacao caracteristica e os polos do sistema

Um sistema descrito na forma de equacado de estados

Ax + Bu
Cx + Du

X

y

tem o seu polinomio caracteristico dado por:

p(s) = det {[ sl -A |}
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Os polos do sistema sao os “autovalores”

(ou “valores préprios”) de A, podendo
ser repetidos, i.e., duplos, triplos, etc.

Como é sabido, os autovalores de A sao
as raizes do polinomio caracteristico

p(s) = det [ sll—A ]
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Representacdes Equivalentes
Considere um sistema descrito na forma de equacdo de estados

x=AX + Bu
y=Cx+ Du

cuja varidvel de estado é X(t).

Definindo-se agora uma nova variavel de estado X como:

X = Px sendo P inversivel.

Logo, como:

L]
X

= PX

temos que:
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e entao:

onde:

X = AX + B
y=(_3§+1_)
A = PAP!
B =PB

C =CP!

D =D

.
€ uma outra

representacao

< » do mesmo

sistema em
equacoes de
estado

Note que a entrada u e a

saida y nao se alteraram.
Somente a representacao
interna do sistema (as
variaveis de estado).
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Conversao de Equacao de Estado
para
Funcao de Transferéncia

Para se converter a representacao de um sistema
de equacoées de estado

rX:AX+Bu

y = Cx + Du

.

para funcdo de transferéncia, a formula € dada por,

Y (S)
U(s)

= C.sI-A)"B + D




simulacao analogica
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Simulacao Analdgica

Seja qual for a natureza de um sistema (SLIT) linear e
invariante no tempo (mecanica, eletrica, eletromecanica,
termica, hidraulica, ou um processo quimico, etc.) ele
pode ser simulado em laboratorio atravées de componentes
eletronicos.

Desta forma € possivel simular uma entrada qualquer para
o sistema, como um degrau por exemplo, e observarmos
qual seria a resposta (ou seja, a saida) do sistema para
aquela entrada.

A isso chamamos de “simulacdo analogica”.
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Componentes com que fazemos a simulacdo analogica

INTEGRADOR .
transforma um sinal

| ’ | X; Na sua entrada
X; X; em X;j Na sua salda,
Ou seja, Integra

A simulacdo analogica de um sistema de ordem n precisa de n integradores.

SOMADOR

soma os sinais que
y entram num unico
X+y+Z sinal de saida
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MULTIPLICADOR

multiplica por k o sinal x; que

Xj kXi

saida

Exemplo 16:

Na figura a seguir vemos como se faz a simulacdo analogica da
equacao diferencial

)'(2 — _3X2 XZ XZ
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Exemplo 17:

Agora a simulacdo analogica
da equacao diferencial

).(2 — _ZX]_ — 3X2

Exemplo 18:

E agora a simulacédo analdgica
da equacao diferencial

).(2 — _2X1 — 3X2 + u
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Exemplo 19:
.
X1 = X9
< Xz — _2X1_3X2+u

.

y = Xq

Vamos agora fazer a simulacdo
analogica deste sistema de
segunda ordem (descrito pelas
suas equacoes de estado)
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Exemplo 19 (continuacao):
Agora, se colocarmos uma caixa abrangendo a simulacdo analogica
feita N NG V) '

Pode-se observar que nesta caixa entra apenas a entrada u (input do
sistema) e sai apenas a saida y (output do sistema).

O que fica dentro da caixa € a representacao interna do sistema,
através das varidveis de estado X, e X,
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Simulacao Analdgica

na pratica

] = = - -
SRR RN
| g e o

s | ROO POP

;:‘!,P




conversao da funcao transferéencia
para equacodes de estado
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Conversao da Funcao de Transferéncia
para Equacdes de Estado

Ja vimos que a representacao de um sistema pela sua funcdo de
transferéncia

Y(s .0
(—) e unical
U(s)
Por outro lado a representacao de um sistema em equacaoes
de estado
r
X = AX + Bu .
< nao e unical
y = Cx + Du
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Nao ha uma regra uUnica para se transformar sistemas descritos pela
sua equacdo diferencial ordindria (EDO) ou pela sua funcdo de
transferéncia, em equacées de estado

Vamos considerar aqui o sistema A, de terceira ordem,
descrito pela equacdo diferencial

y + 12y + 20y = 80u (1)

cuja funcdo de transferéncia € dada por

. Y(s) 80 )
(s) = U(s) ~ s3 + 1252 + 20s
.} G(s) = Y(s) 80 3)

U(s) ~ s(s+2)(s+ 10)
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Exemplo 20:
Para o sistema A descrito acima, a equacéo diferencial ordindria
(EDO) é dada por (1):

v+ 12§ + 20y = 80u

X1=Yy
Definindo as I
varidveis de estado Y %2 =Y
. X3 =Yy
- X1 = X2
obtém:se as | y Xy = X3
equacoes de estado %3 = —20x, —12x; + 80U
L y — Xl
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Exemplo 20 (continuacao):

Escrevendo na forma matricial temos

A B
; r A N —
0 1 0 - 0
x=10 0 1 |x+]0|u
—_— 0 —20 -—-12. 80
L y=\[1 0 OJX
C

D=0

Observe que a matriz A esta na forma companheira
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Exemplo 21:
© %, =X
Vamos agora fazer uma simulacao . 2
analégica deste sistema A < X2 = X3
utilizando a equacdo de estado X3 = —20x, —12x5 + 80u
obtida no exemplo anterior y=x
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Exemplo 21 (continuacao):
Agora, colocando uma caixa que abrange a simulacao analogica feita

observa-se que nesta caixa entra apenas a entrada u (input do
sistema) e sai apenas a saiday (output do sistema).

O que fica dentro da caixa é a representacdo interna do sistema,
através das varidveis de estado X, , X, € X,
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Exemplo 22:

Vamos considerar o mesmo sistema A dos exemplos anteriores.
Entretanto aqui vamos reescrever a funcéo de transferéncia
G(s) dada em (2) na seguinte forma:

5 4 4 Y(s)
G(S) — — I. e —
s (s+2)! (s+10), U(s)
Nt | I
|
Definindo as X, (5) i |
varidveis de estado U(s) | !
da seguinte forma - Y / |
X5 (s) :
U(s) ?
(g _J
Y
X3(s)

U(s)
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Exemplo 22 (continuacao):

5U
Xi(s) = 2
~ 20 U(s)
— ) X2(5) = s(s + 2)
. O ELIHORMIOER(OE

.

80 U(s)

(s + 2) X, (s) = 4.

(s+10) X5(s) =4

s(s+ 2)(s+ 10)

" sX4(s) = 5U(s)

5U(s)
S

= 4.X,(s)

20 U(s)
" s(s+2)

= 4.X,(s)
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Exemplo 22 (continuacao):

f

).(1 —_ Su
).(2 —_ 4‘X1 — ZXZ
- <
X3 —_ 4‘X2 — 1OX3
LY = X3

que nos da uma segunda formulacdo em equacoes de

estado deste sistema A, diferente da formulacdo do
exemplo anterior.




Equacdes de Estado

Exemplo 22 (continuacao):

Escrevendo na forma matricial temos

A B
r r A N\ ~—
0 O 0 57
XxX=14 =2 0O Ix+10
- < 0 4 —10. 0.

y=[0 0 1]x

\ \ ~ _J
C
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Exemplo 23:

Vamos agora fazer uma simulacdo

analogica deste sistema A utilizando
esta equacdo de estado obtida no
exemplo anterior

—( P (re

<

r"}-{l — 51.1

-

f(z — 4}{1 — 2}{2
5{3 — 4}{2 == 10X3

Y= g



Equacdes de Estado

Exemplo 23 (continuacao):
Novamente, colocando uma caixa abrangendo a simulacao analogica
feita

entao observa-se que nesta caixa entra apenas a entrada u
(input do sistema) e sai apenas a saida y (output do sistema).

O que fica dentro da caixa é a representacdo interna do sistema,
através das variaveis de estado X , X, € X,
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Exemplo 24:

Vamos considerar novamente o mesmo sistema A dos 2 exemplos
anteriores.

Entretanto aqui vamos reescrever a funcdo de transferéncia G(s)
dada em (3) expandindo em fracées parciais e definindo as
varidveis de estado X4(s), X,(s) e X5(s) da forma indicada abaixo:

. 4 X | Y(s)
=5+ o5y T Gri0 - U®
X1(s) X2(s) X3(s)

U(s) U(s) U(s)
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Exemplo 24 (continuacao):

temos entao que

" _ 4U(s)
1(8) = S [ sX{(s) = 4U(s)
—5U(s) sX,(s) = —2X,(s) — 5U(s)
X,(s) = 2 2
+2 <
2 s+2) - sX3(s) = —10X3(s) + U(s)
U
X3(s) = G5 -I—(Sl)O) \ MOEPACOERAOERA0)
X1(8) Xz (s) X3 (s)
R [TCRATSRRTEN
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Exemplo 24 (continuacao):

g ).(1 — 4u
XZ — _ZXZ — Su
I .
< X3 = —10x3 +u
. y = X1 + Xy, + X3
r
Escrevendo na
forma matricial . —
-_— <
y p—
"

Portanto obtemos uma
terceira representacao em
equacées de estado para

este mesmo sistema A,
diferente das anteriores.

A B
A \ ~—
0 O 0 ] 4
0 -2 0 |x+|[=5]u
0 0 —-10. 1
1
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Exemplo 24 (continuacao):

A B
f 'd A Y - N\
0 0 0 T 4
x=10 =2 O |x+|=5|u
> 0O 0 -10. 1
y=[1 1 1]x
|\ ~ _J
- C D=0

Note que nesta representacdo a matriz A esta na forma diagonal e os

polos do sistema (s =0, s=—2 e s = —10) sao os elementos da
diagonal principal.

Obviamente que isso ocorre pois: se a matriz A € diagonal, entao os
elementos da sua diagonal principal sao os proprios autovalores do
sistema.
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. ar
Exemplo 25: %, = 4u
Vamos agora fazer uma simulacdo

analogica deste sistema A utilizando
a equacao de estado obtida no X3 = —10x3 + u
exemplo anterior.
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Exemplo 25 (continuacao):
Mais uma vez, colocando uma caixa abrangendo a simulacao analogica

Observa-se que nesta caixa
entra apehas a entrada u
(input do sistema) e sai

do sistema).
O que fica dentro da caixa € a representacdo interna do sistema, atraves das

variaveis de estado X, X, € Xj.
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Nos exemplos anteriores obtivemos 3 representacées diferentes para
0 mesmo sistema em equacodes de estado

r"

-"']::_1::{2 }.(1:51,1
. X, = 4Xy — 2X
) X = Xa . 2 1 2
_ }.(3:4}(2_10}(3
X3 — _zﬂxg _12:’{3 + 80u
Y =X L Y= X3
]:11:‘11‘1.1
}.{2:_2}{2_5”
%, = —10%s + u
V=X, +Xo 1+ X3
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assim como obtivemos
X=X B X, =Y 3 simulag¢oes analogicas
r diferentes para o
mesmo sistema
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Conforme ja vimos na secoes
“Representacées Equivalentes”,
a representacao de um sistema em equacées de estado

nao e unica!

Se a variavel de estado € X(t), entao para cada matriz P
inversivel, obtém-se uma nova variavel de estado

x(t) = P x(t)
r ] — —
e desta forma, uma nova X = AX 4+ Bu
representacdo do sistema < — —
em equacédo de estados y=Cx+ Du




UNIVERSIDADE
BEIRA INTERIOR

U})

Departamento de

Engenharia Eletromecanica

hank you!

Obrigado!

Felippe de Souza
felippe@ubi.pt




